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Les immenses progrès qne vos écrits ont fsut faire 
aux sciences mathématiques et physiques, et plus 
particulièrement, les savantes leçons que vous avez 
données à l’Eicole normale , avaient fait connaître 
l’imperfection et l’insuffisance des élémens de ces 
'Vciences , et avaient fait sentir la nécessité de leur 
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donner une nouvelle fofme,’d'j iniroduire. et coor- 
donner quelques-unes des sublimes théories qui 
sont l'objet de vos grandes découvertes, et de celles 
de vos illustres contemporains. Apssi plusieurs géo- 
mètres très-distingués ont-ils rempli , avec un succès 
complet, cette tâche longue et difficile; et Tune 
des brandies des mathématiques élémentaires qu’ils 
ont perfectionnées le plus , est celle laquelle on 
a donné le nom ylpplicMton de Valgebve a la 
géométrie. Quoique l’ouvrage que je public sur celte 
matière, soit fort imparfait, j’ose cependant, Monsienr, 
vous en adresser l’hommage. Les cncoui-agemens que 
reçoivent de vous ceux qui professent ou cultivent 
les sciences , et la bienveillance particulière dont 
vous m’avez honoré, sont les motifs qui m’engagent 
à vous offrir celte faible marque de ma vive recon- 
naissance. Si ce Recueil de proposition.s de géométrie 
peut mériter votre suffrage, et contribuer à inspirer 
aux élèves cet ardent amour de l’élude sans lequel 
le génie meme ne parviendrait point à la glojre , 
mon ambition sera entièrement satisfaite. 

f 

/V 

T . : Salut et respect. 


L. PUISSA!ST. 


AVANT-PROPOS. 


• > ■ i 

Quoique les géomètres , qui écrivent sur les 
élémens des sciences exactes , se bornent souvent 
à en exposer les principes , on ne doit pas 
inférer de là qu’ils regardent comme peu ulUes 
au développement de l’intelligence des élèves 
K's traités spécialement consacrés aux • appli- 
cations. L’expérience prouve , au contraire ; 
que rien n’est plus propre à éclaircir un sujet 
abstrait , que de s’exercer à analyser des ques- 
tions qui s’y rapportent. Telle est la raison 
pour laquelle j’avais pensé , à l’époque où 
31. Lacroix publia la première édition de son 
excellent Traité d application de Falgèbre à 
la géométrie^ que les jeunes mathématiciens, 
et même les ' professeurs , me sauraient gré 
d’avoir recueilli diverses propositions de géo- 
métrie , dont les solutions ou les démonstra- 
tions dépendent immédiatement des principes 
exposés dans cet ouvrage, suivant les idées lumi- 
neuses de M3I.Tjagrangeel3Iongc. Alors, je m’é- 
tais borné à considérer les propositions relatives 
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à la géométrie aux deux dimensions j mais au- 
jourd’hui cette branche des mathématiques est 
cultivée avec tant de succès , qu’il m’a paru 
convenable de refondre mon premier travail 
et d’jf ajouter diverses questions de géométrie 
de l’espace. On trouvera , par exemple , dans ce 
Recueil , quelques propriétés nouvelles de la pro- 
jection orthogonale, découvertes par M . Poisson, 
et dont la mécanique peut tirer de grands 
avantages -, plusieurs théorèmes remarquables 
sur les polygones et les polyèdres, extraits tant 
de la Géométrie de position , de M. Carnot , 
que de la Polyédrométrie ^ de M. Lhuilier de 
Genève, et qui pourraient seiTir de base -à 
l’étude de la cristallographie mathématique ; 
une exposition abrégée de la Méthode de la 
transformation des coordonnées obliques , par 
M. Lefrançais , capitaine au corps impérial du 
Génie ; et la solution d’un problème relatif aux 
ombres. On y trouvera , en outre , en laveur 
de ceux qui connaissent les principes du calcul 
différentiel, un abrégé de la belle Théorie, des 
osculations , d’après M. Lagrange , appliquée 
à la recherche des équations de quelques-unes 
des surfaces courbes traitées si élégamment 
dans la Géométrie analytique de M. Monge; 
les démonstrations de plusieurs formules em- 
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ployées dans les îiautes mathématiques j enfin 
les solutions de plusieurs problèmes curieux 
de maximis et minimis. ^ 

Dans la vue de ne pas m ecarter de mes 
'illustres modèles , j’gi eu soin de ne jEtmais 
échaflauder mes calculs sur des constructions 
géométriques qui ne dérivent pas essentiellement 
de la nature des propositions , afin de faire 
mieux ressortir les avantages de l’algèbre j et 
c’est de quoi l’on s’assurera en comparant le 
procédé uniforme que j’emploie avec les mé- 
thodes mixtes dont on a fait usage depuis 
• Descartes jusqu’à nous , dans la résolution de 
la plupart des questions de géométrie. 11 est 
vrai ,• cependant , que , parmi les problèmes 
qui font l’objet de mon travail , il en est quel- 
ques-uns qui ne sont pas par eux-mcmes d’une 
grande utilité j mais comme ceux-ci ne peuvent 
iqanquer de piquer la curiosité du lecteur , 
à cause de la célébrité qu’ils ont eue autrefois , 
ou parce qu’ils sont peu connus, ou parce 
que l’analyse s’y applique avec élégance , je 
n’al point hésité à les publier. 

J’ai pensé que l’on trouverait encore ici , 
avec plaisir, uii supplément aux traités -élé- 
mentaires de trigonométrie , relatif à l’ap- 
plication de cette science au levé des plans, 
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et c’est ce qui m’a déterminé à donner, avant 
tout , un précis des méthodes les plus usuelles 
et les plus simples de la topographie j précis 
que j’ai principalement lié à la Qéométrie et 
à la Trigonométrie de M. Legendre, et qui 
sert , en quelque sorte , d’introduction à mes 
’lraités de géodésie théorique et pratique. 

Pour donner au présent OuvTage toute l’éten- 
due qu’il comporte , il m’eût été impossible de 
tirer tout de mon propre fonds ; aussi ai -je, 
comme l’on voit , pi/isé dans les meilleures 
sources, et tâché d’offrir , aux jeunes qnalystes , 
des applications varices et intéressantes de la 
nouvelle méthode de traiter les propositions de 
géométrie , aliii de les mettre sur la voie de 
faire eux-mêmes des recherches utiles en ce 
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TRIGONOMÉTRIE 

APPLIQUÉE 

AU LEVÉ DES PLANS. 


SECTION PREMIERE. 


CHAPITRE PREMIER 


Notions préliminaires 



Définitions. 


1. Former la carte d’un pays de peu d’étendue, c’ést 
tonsiruire sur le papier une figure semblable à celle du 
terrain dont les différentes parties sont supposées être 
projetées sur un plan horlsontal par des perpendiculaires 
abaissées de tous les objets sur ce plan. 

On nomme carte topographique ou plan , le dessin qui 
représente tous les détails d'une contrée ou d’un domaine. 
Quant aux cartes embrassant beaucoup d’étendue de pays, 
et n’en offrant que les objets les plus remarquables,' 
on les appelle cartes géographiqtus. 




1 


T K I C O N O M ^ T R I «, 

Pour (letrrrnincr les positions ro'-pcclives des prinripan* 
points d’iin plan , il faut consirlrrer res points comme 
I les sommets des angles des triangles cjiii, par leur en- 
chaînement , forment un naseau conlinu dans tous les 
sens. Ces triangles réunissent les ronditions les plus avan- 
tageuses lorsqu’ils sont les plus grands pos.sihles, qu’ils 
approrhent le plus de la forme dquilati^rale , et qu'ils 
sont liés au moins à une ligne prinripale ou base. Lorsque 
cette base et les trois angles de chaque triangle sont 
mesurés, on a tous les éléinens néres,saires pour ralruler 
de proche en. proche. le.s distances entre les objets , et 
alors on a le rbnnos du plan. C’est en cela que consistent 
les opérations péoJésiques. Avant d’indiquer la marche de 
ces calculs , il convient de faire connaître les inslruiRcns 
qui servent pour mesurer les angles. 

I ^ 

' Description du Graphomètre. 


a. Le graphomètre , qui n’est plus guère en usage que 
parmi les arpenteurs , est un demi-cercle de cuivre divisé 
en i8o* ou en aoo'f. Chaque degré ou grade est lui— 
même divisé en deux ou plusieurs parties égales , selon 
la grandeur du diamètre de ce demi-cercle. 

La partie circulaire .sur, laquelle sont tracées les^ divi- 
sions SC nomme le limbe. Aux graphqmèu-es opliuaircs , 
on adapte aux exlrémilés du diamètre fixe Jeux ninnules 

t ... . • I I, '.I .... 

csquqlles on regajale les 


petites fenêtres au^ travers d 


objets. Chi^qiie pinnule , qui doit être_ exÿcteiueiit ,per- 
pendiculairç ,au limbe, est feaidqe par 1^ h.nu,t cl ouverte 
par le .bas »,,,ou réciproquçqieiit , et le iplticu de ^ôu- 


■|o Jill I 


verture est tra_versee dans le sens de sa longueur par une 

• t .. .... .I. _ I O'... ;.M ’r° p-. n i » 

soie OU ‘par un crut. Lorsqu on vise a uu oiyc* • ~ 


ict on 
jqqi. 


a ,so:ts 

)1 K'I 
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/ X^e melire près de l’œil la fente d’nne pinnnle par la- 
quelle Xin regarde si le fil correspondant couvre cel objet. * 
La règle mobile , que l’on nomme alidade , est a.ssuj Aie 
a tourner autour du centre de l instrument, et est garnie 
de même de deux pinnules. Pour mesurer les ;n le avi c 
plus^de précision, on a imaginé de tracer des parties plus 
petites que celles du limbe aux extrémités de cette alidade 
et près des pinnules. C’est à l'aide de ces. petites divisions 
ou de ce vernîer que l’on estime les 'parties du degré ou 
du grade. Supposons , par exemple , que le grapliomèire 
soit divisé en 4o® parties égales , dont deux foruu nt le 
grade, et que q de ces parties correspond! n! ri lo p.artics 
_du Vernier ; alors chacune de ces dernières embrus. era , sut 


le limbe , un arc de -üü 


5o' 


:4o min ! tes cinl/iimalcs, 

k\J 

Si donc la première dirbion du vemior, qu» 1' n nomme 
ligne de Joi , tombe exactement sur une divbioii du 
limbe , l’angle compris ci|^re le diam- tre fixe et le. dia- 
mètre mobile sera mesuré p.ar les divu.icns du limbe, ''i , 
au contraire , la seconde division du vernier coïncide 
avec une dlvbion du limbe , il faudra , au nombre de 
grades marqués sur le limbe jusqu’à la ligne de foi , 
ajouter 5', quantité dont une partie du limbe excède 
une partie du vernier. En général on comptera’ de plu.» 
autant de fois 5' qu’il y aura de parties du vernier depuis 
la ligne de’^lbi jusqu’à la ligne qui correspond ' à' ‘ l'iine 
de celles du limbe.’ Pour pouvoir lire plus ais^mcht'les 
divisions et prendre leurs parties par estime , on se sert 
d’une loupe qut grossit les objets. ... - , o » 

Les g^raphomètres les plus exacts cl les plus commodéiî,' 
sont ceux tjul sont garnis de lunettes que l’on fait niou- 
volr à l'alcle. de v!$ de rappel , et que l’on arrête au 
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• moyen <}e vis de pression. Quand les lunettes peuvent 
s’inriiner de quelques grades à iVgard du limbe , on est 
dispensé de réduire à l'horison les angles qui n’y sont 
pas situés, parce qu'alors on observe dans ce plan. 

Il est utile , en outre , qu’un niveau à bulle d’air soit 
adapté à la lunette inférieure pour pouvoir la disposer 
horlsontaleraent lorsque l’on mesure des angles de hau- 
teur. L’axe du tube de verre qui renferme de l'alcool 
ou de l’éther étant mis parallèlement à l’axe optique de 
la lunette , il s’ensuit , d’après les lois de l'hydrostatique , 
que lorsque la bulle d’air occupe le milieu de ce tube 
la lunette est hori.sontale. 

Tout l’instrument porte sur on plé construit de ma- 
nière qu’il est facile d’incliner le limbe dans tôus les 
sens. A cet égard on évite beaucoup de lenteur et de 
tâtonnemens en disposant le mieux qu’il est possible, dans 
la direction des objets que l’on observe, les vis qui 
produisent cette inclinaison. ^ 

Description du petit Cercle répétiteur. 

3. Entre autres différences remarquables , entre le gra- 
phomètre et le cercle répétiteur, c’est que les deux lunettes 
de celui-ci sont mobiles on fixes à volonté. La lunette 
supérieure entraîne de même deux verniers , et son axe 
répond précisément au centre du limbe. A l’égard de 
la lunette inférieure qui porte un petit niveau à bulle 
d’air , elle est excentrique et elle tourne seule si l'on 
veut autour du pivot de l’instrument. 

Le plus grand avantage du cercle répétiteur , est de 
pouvoir atténuer presqu’enticrement les çrreurs de la 
division et celles des observations en répétant suflisam- 
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ment la mesure des angles , comme nous l’enseignerons 
bientôt. 

Dans les petits cercles répétiteurs, le pivot qui sup- 
porte le limbe est soudé au centre d'un plateau circulaire 
auquel on peut procurer un mouvement de rotation lent 
ou rapide. Ce pivot est traversé par un axe ou essieu 
dont les extrémités entrent dans des collets faisant partie 
de deux montans auxquels on a donné le nom de four- 
chette, Un petit quart de cercle adapté au pivot s’appuie 
contre ces montans et s’y fixe au moyen d’une pince, 
quand on veut que l’inclinaison du limbe soit invariable. 
Enfin, vers la partie supérieure de la douille de l’ins- 
trument sont placées deux vis opposées qui servent pour 
incliner le limbe dans un sens contraire à celui pour 
lequel le quart de cercle çst destiné. 

Il y a déjà quelques’ années que l’usage de ce pré- 
cieux instrument , inventé par Borda , est répandu en 
France. C’est principalement dans les grandes opérations 
géodésiques , comme celles qui ont pour objet la mesure 
d’un arc du méridien , ou le levé trigonométrique d’un 
grand état, que le cercle répétiteur est indispensable. 
Voy . , sur ce sujet , mon Traité de Géodésie., et la Base 
du système métrique , par Delambrc. 

])e la mesure des angles avec le graphomètre. 

4- [ Fig. 1 . ] Pour mesurer , avec le graphomètre , 
l’angle A sous lequel on voit la distance BC , placez 
d’abord le centre de l’instrument au point A ; puis dis- 
fosez l’alidade fixe de manière que , regardant au travers 
des pinnules ou de la lunette , le fil vertical couvre le 
point C. Enfin dirigez l’alidade mobile oh la lunette. 
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siipi^rlfiir»» Mtr l’dlijet U ; l’arc parcouru par celle-cî ser* 

1.1 iiipfurc dr A. 

t.ellc nirthnde Mipposp qiip Ips Iroi.s points A , B , C* 
sont à tr.'.s-ppii prps dan-; le nii'mp plan hori.sontal, oa 
<jiip le renie porte des piniiiilp.s , on bien qu’il est garni 
«le lunettes plongeantes ( n*. 2 ). Au’retnent , si le» 
pi int.s li , L étaient hors de l’bori.-.on de l'observateur, 

«! que le.s lunettes n'eussent point la propriété dont il 
s’agit , il faudrait placer le limbe «lans le plan même 
«le l aiigte à inp-urer. 

L'angle sous lequel on voit l'élévation d’un objet situtf 
an— dessu.s de l'borison du lieu où l’on observe, se nomme 
on^!f lie hau/fur; et l'angle sous lequel on voit rabais- 
sement il iin objet au-dessous de l'borison , se nomme 
on^i'r de dépression. Ainsi en suppresant que AU soit 
liori .onlale Fig. 2^1 l’angle BAH est un angle de hau- 
te,. r, et l’atigle B' Ail est un angle de dépre.ssion. 

Four mesurer ces angles verticaux on donne au plan 
«le l’instrument la po.ilion verticale à l'aide d'un ül à 
plomb, l'-nsnite 011 met la lunette fixe borisontalcinent 
par le moyen du niveau à bulle d'air qui y est adapté; 
puis l’on dirige la lunette supérieure sur l’objet B ou 
Jj' , de manu' re que le fil horisontal de cette lunette 
rouvre le point de mire. Alors l’arc parcouru par cette 
lunette est la mesure de l’angle BAH , ou B' AH. 

« • 

/ 

De la mesure des angles arec te cercle rèpititeur, 

5 . Deux vérifications préalable.s sent à faire ; 1°. c’est 
de .s’assurer que les soies ou (: 1 s du rèlirule de chaque 
lunette n’offrejit point de parallaxe ; d' n re cas, leur 
lorsqu’elle se peint tur un objet distitact , ae 
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cîiange point de place à lYgard de cet objet , (piantl on 
éloigne un peu l'œil de l’axe optique. On fait disparaître 
la parallaxe en remettant les'fils au foyer de la lunette, 
ou l’on évite l’erreur qu’elle occasionnerait en visant 
toujours au milieu de l'oculaire. 

2*. C’est de voir si les axes optiques des deux lunettes 
sont parallèles au plan du limbe. Comme il ne s’agit” 
ici que des petits cercles répétiteurs, il sera suffisamment^ 
c.tact, après avoir dirigé les deux lunettes sur un même 
point éloigné', de faire coïncider les intersections des 
fils avec ce point , en tournant dans le sens convenable 
les VIS de rappel des réticules. Il est utile .à cet égard 
de prendre’ des renseignemens de l’artLste même qui a 
construit le cercle dont on se sert, afin^ de iniçux'con- 
cevoir les remarques précédentes. 

Voici maintenant la manière de mesurer un angle entre 
dsux objets terrestres , avec i’înUrurnciit actuel dont les , 
divisions se lisent de g.aucbe à droite. . . ' 

Après avoir mis le limbe dans le plan des objets, on, 
amène la lunette supérieure à zéro, et on là fixe par 
le moyen de la vis de pression, fîasuite on la dirige sur 
l’objet à droite; et pour l’y fixer, on serre la vis de 
pression du plateau. Cela fait, on rend nioliile la lunette 
inférieure pour l’amener sur l’objet’à gauche , puis on 
la fixe, au limbe. Kn.suite on desserre la'^vis de pression 
du platejiu , afin de pouvoir faire tourner tout l’instrument 
jusqu'à ce que la lunette inférieure 'soit sur- l’objet à 
droite. Lorsque cette circonstance a lieu on serre de nou- 
veau cette vis , et l’on amène la lunette supérieure rendue 
libre sur l’objet à gauche ; alors l'arc^’qu’clle a parcouru 
depuis son premier point de départ , est la mesure du 
double de» l’angle observé. 


\ 



i 

i 
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On obtient le quadruple, le sextuple, etc. d’un angle 
en r^pdtant a, 3, etc. fois cette opération, et partant 
du point de division où la lunette supérieure se trouve 
à la fin de chaque observation conjuguée. 

On nomme distance au einith d’un objet , le com- 
plément de sa hauteur , ou sa dépression angulaire 
augmentée de loo grades. Pour observer une distance 
su zénith , mettez le plan du cercle verticalement par 
le moyen d’un fil à plomb , et de manière que les di- 
, visions du limbe soient à votre droite. Amenez la lunette 
supérieure à zéro ; fixez-la , puis dirigez4a sur l’objet 
en faisant tourner le limbe , et serrez la vis do plateau. 
Ensuite mettez la lunette inférieure horisontalement au 
moyen du niveau à bulle d’air , et pour cet effet servez- 
vous de la vb de rappel de cette lunette. Si , par cette 
opération , la lunette supérieure se dérange , ramenez- 
la doucement sur le point de mire en faisant tourner 
la vis tangente du plateau , et rappelez la bulle au milieu 
du tube. Cela fait , amenez le limbe à votre gauche , 
dans le vertical de l’objet ; remettez la lunette inférieure 
horisontalement en faisant tourner le limbe par le moyen 
de la vis tangente du plateau. Enfin , ramenez sur l'objet 
la lunette supérieure rendue libre ; ,et l’arc qu’elle aura 
parcouru sera le double de la distance au zénith cher- 
chée , ainsi qu’il est aisé de le prouver. 

6. Lorsque le cercle répétiteur porte des lunettes 
plongeantes , on dispose toujours le limbe horisonta— 
lement, et par ce moyen les angles observés entre les 
objets terrestres , sont réduits sur-le-champ à l’horison , 
ce qui dispense de faire aucun calcul à cet égard. Mais 
de pareilles lunettes étant sujettes à se déranger par lo 
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moindre choc , il est préférable de faire usage d’un cercle 
garni de lunettes ordinaires. 

Cet instrument peut être employé de la même ma- 
nière que le graphomètre , car il ne s’agit que d’amener 
la lunette inférieure à zéro , et de l’y fixer pendant tout 
le cours des observations. Pour cet effet on met la lunette 
supérieure 'à ce point ; et après avoir fixé , avec cette 
lunette , un objet éloigné , on y dirige aussi la lunette 
inférieure , laquelle se trouve dans ce cas placée conve- 
nablement. 

A la rigueur , les angles observés entre les objets ter- 
restres auraient besoin d’une petite correction due à 
V excentricité de la lunette inférieure ; mais il est rare 
qne l’on soit obligé d’en tenir compte, même dans les 
opérations les plus délicates de la géodésie. Il est ce- 
pendant des réductions indispensables qu’il importe de 
faire connaître : c’est ce que l’on va voir dans les deux 
chapitres suivans. 


te 
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CHAPITRE II. 

De la réduction des angles au centre de la 
station. 


Centres visibles et accessibles. 

7.LoRSQt'’oNlî‘ve la carte d’un pays on n’est pas toujours 
le maître de placer à son gré des signaux comiriodes pour 
l’observation , tels que ceux qui son! formes de pyramides 
creuses , ou d'un assemblage, de longues files de bols 
garnies de feuillages , et di posées eu forme de cAncs 
alongés de manière que l iutmeur soit entièremeut libre ; 
il faut souvent, au contraire, pmliler des clochers, des 
tours, ou d’autres objets élevés qui jieuvent être consi- 
dérés comme les sommets des angles des triangles du 

O D 

réseau ; de là la nécessité fréquente d'observer à quelque 
distance de l'axe du signal, ou de placer le cercle au-dessus 
ou au-dessous du point de mire. Mais comme dans les 
T petites opérations géodésiques on emploie presque toujours 
, pour signaux de longues perches bien droites fichées en 

terre ; on les Ate pour pouvoir y placer le rentre de 
l’instriiinent , et on les replace ensuite s’il est nécessaire. 
Voici la méthode que l'on emploie dans le cas contraire, 
tt lorsque le centre de la station est visible et accessible. 
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fTig. 3.] Soit C le centre de la station, et O celui 
de l’instniment’ ou le sommet de l’angle observe JOB. 
On demande la valeur de l’angle ACB, qui est la ré- 
duclion du premier. 

Faisons les données 

N 

'J0B=0, BOC=yt CO=r, BC—G, AC—J>i 

et l’angle inconnu ACB=C, • 

Puisque l’angle extérieur d’un triangle est égal a la 
soTmne des deux intérieurs opposés , on a , par rapport 
au triangle lAO ^ 

AlB — O + lAO ' • 

et par rapport au triangle BIC , 

AIB = C+ CBO , \ ■ i 

égalant CCS deux valeurs , on obtient . 

C = 0~\-1A0 — CB0. " 

D’un autrft côté on a 


tm.CAO = 


r sln 

ü 


r sm y 

J sîn CBO — ■ — — i 


mais 


, Js les angles C^O, CBO étant toujours fort petits, 
leurs arcs peuvent être pris pour leurs sinus ; donc 

^ ^ . rsin(O-l-j^) 

C = O 4. — ç. 3 
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i* 

et pour avoir la réduction en secondes , 


C —0 = 


il*r sin ( O 

2 > 


R'^r sin y 

G 


(O 


étant le nombre de secondes contenues dans le rayon. 
( Trigon. de Legendre, pag. ^oG. ) 

L’usage de la formule précédente ne peut #tre embar- 
rassant dans aucun cas , pourvti qu’on ait égard aux 
signes' de sin ( O ) et de sinjr; ainsi le premier 
terme de la correction sera positif si l’angle O y y est 
compris entre o et 200 grades , et il deviendra négatif 
s’il surpasse 200 gr. Le contraire aura lieu dans les 
mêmes circonstances , pour le second terme qui dépend 
de r angle de direction y. ( Voy. l’art. 1 3 de la Trigo- 
nométrie citée , ou l’art. 28 de celle de Lacroix. 

Il est remarquable que D est la distance de l’objet 
à droite , et G la distance de l’objet à gauebe. Quant à 
l’angle y , c’est toujours celui sous lequel paraissent le 
centre de la station et l’objet à gauche : ainsi quand on 
a mesuré l’angle AOB ,\a lunette supérieure est dirigée 
sur l’objet à gauche B, et l’inférieure sur l’objet à droite 
A : alors celle-ci restant fixée sur A , si l’on fait mouvoir 
la lunettê supérieure de droite à gauche, jtksqu’à ce que son 
axe réponde au point C , l'arc qu'elle aura parcouru sur le 
limbe sera la mesure, de l’angle qui doit toujours se 
compter suivant l’ordre des divisions de l’instrument , et 
dont la valeur peut aller depuis o jusqu’à 4o° grades. 
Cet angle ne devant pas être mesuré avec une très- 
grande précision , l’on dirige seulement le mieux pos- 
sible sur le centre C ]a lunette supérieure rendue libre, 
tn fixant deux points marqués sut le haut dv tube , 
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l’un près de l’oculaire, l’autre près de l’objectif. Quant 
à la distance r elle doit être mesurée -avec exactitude, 
et à l’aide d’un cordeau. 

Si plusieurs angles consécutifs O , O', O*, O'", etc. , 
étaient situés dans un même plan , oblique à l’horison 
si l’on veut, on les réduirait tous au centre C, à l’aide 
d’un seul angle de direction y , et de la distance au 
centre r x alors , par rapport à l’angle O' , l’angle de 
direction serait 

r=y + o . 

par rapport à O* 

y" ~y' + o> =y 4. 0 -f O' 

par rapport à 0”> . . ■ . 

QU ~ y 0-{-0'+0« 

«t ainsi de suite. 

Donnons maintenant un exemple du calcul de la ré- 
duction au centre , et mettons l’équation (i) sous cetu 
forme : 

en faisant i := C — O. , , , 

• • • ■ . . > 

Soit l’angle observé O xi= 48*%^56 • ) • . 

l’angle de direction ^=.âg4-»t 

la distance au rentra ri=.3‘”,a57’ 

'la distance de l’objet à droite D = lySaS". 
la distance de l’pbj et à gauche G =s 30845 . ; ^ 

Ces deux dernières Æstances se calculent par approxi- 
mation; c’est ce que nous verrons bientôt.: , 


»4 
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1*'. terme de la correction. a'*, terme. 

log. R'f 5 , 8 o 388 
log. r o, 5 ia 8 a 

"J- 6,3i<>7o — G,3iG70 

log. sin (O +.y) — y — 9 ' 9 'J^o 7 

comp. log. I> 5,75627 comp.log. G 5 , 6 ç)i 54 

— ga*',483 — i,y 66 o 7 4 - ioi",4f'5 4 - a,oo63« > 

Première partie — 92,483 

Réduction 4 - 8 » 98a 

Angle observé 48‘>^75Co, . 

Angle réduit an centre 4 ® > 7668,982 

. Pour déterminer le .signe de chaque résultat partiel , 
il faut avoir égard à la règle des signes employée dan.s l.a 
miilliplication ; aiofi quand les facteurs négatifs sont en 
nombre impair, le produit doit êlre affecté du signe 
gatif : c’e.st le ..contraire lorsque les facteurs négatifs sont 
en nombre pair. »• ' , 

: .:l.- : 

Centres invisibles des tours à hases circulaires. 

g. J" pîg. 4 ] Il arrive , souvent que les centres des 
clochers, des tours, etc., au dedans' ou au dehors -des- 
quels on observe sont Invisibles. Voici leS moyens les 
plus .simples poux, lever cet obstacle.: ri 

-Si on est placé en O extérieurement .à , 1 a tour circu- 
laire TzT, on mrocra les tangentes O T, OT' sur Içs- 
quelies on prendra deux disUnccs légales .et .arbitraires 
Ox, 0x4 de manière cependant que la. ligne, .tx' soit 

U plus prèstpossihle.de ^ dont C est le, centre : 
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on fera mx — mx' , et Om sera évidemmest dans la 
direction de ce centre. On observera alors l’angle COB—y^ 
et à la distance Oz on ajoutera le rayon Cz pour avoir 
CO = r. 

S’il était impossible de mesurer le rayon ou la circon- 
férence du cercle TzT\ on mesurerait l’une des tangentes, 
OT, par exemple, et l’on aurait 


Oz = 


O T 
Oz' 


puisque toute tangente au cercle est moyenne propor- 
tionnelle entre la sécante entière et sa partie extérieure. 

, Le reste de l’opération n’a maintenant aucune difliculte. 
Il est à propos de remarquer que l’on peqt ayolr eOcore 
l’angle y sans connaître la direction de la sécante Oz' , 
TOB-^T'OB 


car on a COB = ■ 


ainsi l’on fera coïn- 


cider d’abord l’axe de la lunette supérieure avec la tangente 
O T, ensuite avec la tangente OT' , et l’on tiendra compte 
cliaque fois du nombre de grades marqué par Cette lünetté , 
qui deit toujours marcher de droite à gauche. ' ^ 

Lorsqu’on sera placé dans l’intérieur d’une tour preu- 
laire , on fera en sorte de placer le ceiitre de l’instrument 
sur le milieu de la corde qui passe par ce point J* et la 
perpendiculaire à cette corde sera la direction du centre 
de la tour. Alors en mesurant cette même corde et la 

‘ . ...» . I, ■ »'■!'.} 

flèche de l’arc qu’elle .soutend , il sera aisé d^ déterminer 
la ^ distance au centre par la proposition aü da_ lâvrç 111 
de la Géométrie de Leècnthe. • • ’ • 

.. 1.--, . , , .O,. I t • 

‘ \ ■' ' J-' •; ' 

i : - j si I. i.î , 
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, Centres invisibles des tours à bases polygonales. 

9. f Fig. 5 .]] Si l’on était en dehors de la tour rcc-^ 
Ungulaire UD', en O par exemple, et que de ce point 
l’on pût voir les extrémités de l’une des diagonales DD' , 
dd', on aurait l’angle de direction COB~y, par la 
méthode suivante. 

On mènera une droite parallèle ^ DD', en partageant 
en parties proportionnelles les côtes OD, OD' du triangle 
ODD', et le milieu de cette parallèle sera sur la direction OC, 

Autrement, on mesurera exactement la droite Op per- 
pendiculaire à dD' , ainsi que la partie pm comprise entre 
Op et la perpendiculaire Cm imaginée abaissée du centre 
de la tour sur le côté d'D. Comme Cm est censé connu , 
on aura mg par la proportion 

Cm *4- : pm ;; Cm : mt] 

ainsi la droite qO , dont la direction est maintenant, de'- 
terminée , passera nécessairement par le centre C ; un 
«nesurera donc qO, et l’on aura 

I 

! Cq = Cm -4- tnf 

et enfin i • i 

r—qO-\-qC 

Ainsi les deux élémens de la réduction de l’angle ob~ 
serve en O sont connus. 

Il est >-isible que ce dernier procédé est général pour 
tous les polygones réguliers , soit que l’on obsers-e dans 
l’intérieur, soit que l’on observe au dehors; toute la 
dilTiculté consiste , lorsque le centre est inaccessible , à 
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dfterminer l’apothème Cm du polygone qui l’entoure y 
et c’est ce que la. géométrie enseigne. 

Cependant s’il arrivait que l’on ne pât mener la per- 
pendiculaire 0^, on tirerait la droite O/n, et l’on éleverait 
à Dp une perpendiculaire vers le milieu de pm. La partie 
de cette perpendiculaire intccceptée dans le triangle COm 
sera facile à déterminer par la théorie des lignes pro- 
portionnelles ; on aura donc la direction du rayon OC y] 
et ce moyen est aussi général que le précédent. 

Il est évident que tout ce qui vient d’ètre dit relati- 
vement aux tours rondes ou polygonales , s’applique mot 
pour mot aux poutres verticales qui peuvent embarrasser 
le centre de la station. 

Quand le signal sur lequel on dirige un rayon visuel 
a , par exemple , la forme d’un parallélipipède , et qu’il 
présente obliquement à ce rayon une de ses faces éclai- 
rées , il en résulte qu’un des côtés de l’angle observé , 
passant par le milieu de la face dont il s’agit , s’éloigne un 
peu du centre du signal ; par conséquent cet angle a 
besoin d’une très-petite correction. Mais le plus souvent 
l’on ne tient aucun compte de cette correction due à ce 
qu’on appelle la phase du signal ; parce qu’on l’évite en 
pointant sur le milieu même de ce corps , si on en voit 
tant la partie éclairée que celle qui est dans l’ombre. 
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CHAPITRE III. 

» 

De la réduction des mr-'lcs à l’horison. 


10. 'Les angles rWuils au cenlrc de la station se ré- 
duisent ensuite à l’horison , quand les angles de position 
ne sont pas situés dans -le plan de l’observateur; parce 
que comme dans le syst2me de projection adopté pour 
représenter les positions respectives des objets , on ne 
considère que les distances horisontales , il est nécessaire , 
pour calculer sous ce point de vue les côtés des triangles, 
de réduire leurs angles dans le plan meme de ces distances. 

[Fig. 6.] Soit 2 le zénith de l’observateur qui, du 
point C , a observé l’angle BC^ incliné à l’iiorison 
B' CA' ; cet angle aura pour réduction ou projection 
Jtorisontale l'angle B'CA' formé par les plans verticaux 
ACA' , BCB' ^ dans lesquels sont situés respectivement 
les signaux A , B. 

Mais l’angle B'CA' est le meme que l’anglè sphérique z 
du triangle zab formé par trois arcs de grands cercles, 
dont l’un za est la distance au zénith de l’objet A ; l’autre 
«i,, la distance an zénith de l’objet II ; et le troisième ah , 
la mesure de l’angle observé BCA. Donc si «b, <5' sont 
les distances au zénith connues za , zb , et que C soit 
l’angle BCA au centre de la station., l’on connaîtra 
trois côtés du triangle sphérique abz ; ainsi en > se 
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«onfoimant à la notation actuelle , l’angle z sera donnâ 
par cette formule , savoir ; 


sin i 



2 


— ; — 

sin J' sin 



Le rayon des tables étant égal à l’unité. ( Triganom. da 
Legendre , pag. ) 

Soit 

C — 65 «% 456 o , <SG«',a 5 , y = 858 % 4 o 

l’opération par les logarithmes sera , en désignant 
C 4- par s 

• Log sin — • J ^ 9, 6865639 

Log sin ^ ^ ~ ^ , i 53 9,6968822 

Coinp. log sin ê~ 0,0102095 

Comp. log sin <î^ 0,01 16224 

• 19,406 1280 

Log sin i 9,702664o=33«%639a 

Ainsi la projection de l’angle C est de 67 S'', 2784 - 

Il est bien rare que les distances au zénith soient aussi 
petites que dans l’exemple ci-dessus ; et si clics ne diffé- 
raient de l’angle droit que de deux ou trois grades , la for- 
mule précédente deviendrait trop pénible à calculer, pour 
avoir avec exactitude la projection de l’angle observé : il 
vaut mieux alors chercher la réduction, qui n’est que de 
C 


* 


ao TnîGONOMÉTRIR. 

quelques secondes. Cettç réduction s’obtient parla formule 

suivante : 


* = 


^iooe'~ 



tang. î C — i' Y cot. ï C 

W V â ) ' R» 


que M. Legendre a démontrée (pSg. de sa Trigonom.'). 

En voici le calcul. 

Supposons que l’angle ^ 


au centre C c= 5 Gs',g 65 a 

et qu’il soit compris 

entre deux objets dont 

les distances au zénith 

sont d' = 98 , a 53 o 

= 99 , o 5 a 5 

on aura /-f-J'' = i97«',3o55...^‘— ^''=0*^.7995 


xoo*' = 1,747a s=p — ^0,3997 = y 


i". terme positif. 
Comp. log. = 4, 1 96 1 3 
log. P' = 8,35886 
l. tang.iC =9,681 n 


a*, terme négatif. 

4,19613 . 

log. 9* = 7,30347 

1. cot.iC=o,3i889 


-f-3, 18609 = 1 36 ", 83 
— 5 a , . 3 o 


^i, 7 i 848 = 5 a", 3 o 


Réduction • 4 * 84 , 53 
Angle réduit 

au centre C = 56 ®'', 965a , 00 


Angle réduit 

^ l’horison 56 * 59736 , 53 
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II. Après avoir réduit à l'horison les trois angles d’un 
même triangle , on les corrige chacun du tiers de l’excès 
de leur somme sur deux angles droits. Les angles moyens 
‘*qui résultent de cette opération sont ceux dont on fait 
usage pour résoudre rigoureusement les triangles. ’ 

Quand les triangles sont fort petits , l’excès dont il est 
question se compose entièrement des erreurs des observa- 
tions , et il peut arriver même que cet excès se change en 
déficit : mais lorsque les distances entre les objets ont réel- 
lement une courbure sensible , ces triangles sont sphéri- 
ques , parce qu’ils appartiennent à la surface de la terre 
considérée comme telle. Alors cet excès est une fonction 
des erreurs des observations et de l’excès de la .somme 
des trois angles d’un triangle sphérique sur deux angles 
droits. Cependai^ , par le beau théorème de Legendre 
(pag. 4 i 6 de sa Tngonom,'^, la résolution d’un triangle 
de cette espèce et très-peu courbe d’ailleurs , se ramène 
à la résolution d’un triangle'rectiligne , en suivant la règle 
que nous venons de prescrire. Foy. le Traité de Géodésie , 
1 ". et 2 *. parties , où il existe des tables qui abrègent 
considérablement le calcul de la réduction précédente. 
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CHAPITRE IV. 

J)e la déterminai ion des distances et de leur 
orientation. . 


Mesure des bases. 

12 . Pui.SQUF. les triangic.s dont le canevas d’une carie est 
formé sont llé.s les uns aux autres , il s'ensuit, comme 
nous l'avons déjà dit , qu'il siidil à la rigueur de connaître 
ou de mesurer un seul de leurs cAtéspour pouvoir calculer 
toutes les di.stanrcs entre les signaux. La mesure de ce 
côte ou de. celte base est une des opérations les plus dé- 
licates et les plus importantes de la géodésie , et son exac- 
titude doit être subordonnée à celle de la mesure des angles. 
11 e.st essentiel qu’une base ne soit pas trop petite, qn’elle 
soit établie .sur un terrain de nivean , ou plutét que la 
ligne géodésique qui la représente soit droite, et que sa 
longueur comparée à une unité de mesure parfaitement 
connue soit réduite à l’horison. 

Dans les levés ordinaires , on .se sert de perches que l’on 
met bout à bout dans la direction d’une droite tracée avec 
des jalons garnis d’un petit carré de papier blanc à leur 
extrémité .supérieure , pour servir de point de mire. On a 
au moins deux de ces perches dont chacune a f.xactement 
deux mètres de longueur , et dont les abouts sont revêtui 


I 
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d’un bouton de fer ou de cuivre. Communément on les dis» 
pose horisontalement sur des soles de bois , quand le ter- 
rain est très-peu incliné ; mais si la base est établie sur un 
terrain oblique à l’horison , il est plus Commode de me— 
surA- la longueur meme de chacune des pentes comprises 
dans l’étendue de cette base ; et après avoir estimé leur 
inclinaison , soit avec le cercle répétiteur, soit par d’autres 
moyens que nous indiquerons par la suite , on réduit les 
mesures à l’horison à l’aide de la formule suivante : 

Soit k la longueur de la ligne droite mesurée , i son in- 
clinaison , et o^a projection horisontale ; on aura évidem- 
ment par la propriété du triangle rectangle 

X = k cos L 

Mais comme le plus souvent l’angle î est fort petit, il est 
plus commode de calculer l’excès de k sur x : alors on a 

fc — a:r=:A(i— ■ cos / ) = 2 fc sin’ -t i. 

'Ainsi la quantité qu'il faut ôter de la longueur mea#Tée 
pour la réduire â l’horison , est égale à deux fois cette 
longueur multipliée par le carré du sinus de la moitié Je 
l’angle d’inclinaison. 

11 importe de mesurer deux foi.s la même base et de 
prendre pour véritable digne géodé.sique la moyenne entre 
les deux longueurs obtenues , quand leur différence tombe 
dans les limites des erreurs pos.sibles des mesures; et si l’on 
vise à une grande précision, il est essentiel de mesurer une 
base de vérification loin de la première , afin de s^assurer 
si les résultats fournis par les calculs dcf triangles s’ac- 
cordent avec ceux qui dérivent des mesures prises sur le 
terrain. 

Pour des plans de petits domaines , il est assez exact d« 
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mesurer les lignes principales d’opérations avec une chaîne 
de 5 ou de lo mètres ; mais avant de s’en servir il faut 
la vérifier sur un étalon , et lui donner environ 2 centi- 
mètres de plus que 10 mètres, vu qu’il est impossible de 
la tendre rigoureusement en ligne droite : d’ailleurs on ris- 
querait , en voulant atteindre cette limite , d’en rompre les 
anneaux. 

Les moyens que nous venons d’indiquer pour mesurer 
les bases , malgré leur exactitude , seraient Insufllsans dans 
les grandes opérations géodésiques. Ceux qui voudraient 
connaître les véritables procédés à employer en pareille 
circonstance , les trouveront développés dans le grand ou- 
vrage de M. Dclambre , déjà cité , et dans notre Traîti de 
Géodésie. 

i 3 . Voici maintenant comment on réduit une longue 
base au niveau de la mer. 

[ Fig. 7. ] Soit f le rayon de la terre réputée sphé- 
rique pour le niveau de la mer ; f-\-h le rayon pour le sol 
de ^ base AMB^ supposé de niveau ; h sera l’élévation Aa 
du sol au-dessus de la surface des eaux. Soit de plus B fa 
base mesurée AMB , et ^ la base réduite amb. 

Cela posé, puisque les arcs semblables sont entre eux 
comme leurs rayons , on aura '■ 

f-k-J*. 

~ir : — » 


Prenant la valeur de JB , et ajoutant de part et d’autre — i, • 
il viendra 


B — b 


Bh 




Digitized by Google 


, LevédesPians. 

Puis développant la puissance négative J" on aura 


aS 




B — b= — —B — 


.JL.. 


Tel est l’excès de B sur b : nous apprendrons dans le cha- 
pitre suivant à déterminer A. 

Tous les côtés des triangles que l’on calculera d’après la 
base réduite b, seront des arcs de grands cercles d’une 
même sphère. On ne peut se dispenser de faire cette réduc- 
tion quand on veut comparer la longueur d’une base me- 
surée avec la longueur que fournit le calcul des triangles ; 
mais pour les levés dont il s’agit dans le présent ouvrage , 
cette réduction est absolument inutile ; aussi ne l’avons- 
nous fait connaître que pour donner au lecteur une idée 
de ce qui se pratique dans la haute géodésie. 


Orientation des plans. 








Un plan est orienté lorsque l’on connaît 
jqu’une de ses lignes principales fait avec le méridien teiî- 
restre , parce que de là on peut assigner la place que les 
objets occupent à l’égard des quatre points cardinaux. Un 
des moyens faciles d’obtenir cet angle, est , pendant une 
belle nuit , de diriger la lunette supérieure du cercle ré- 
pétiteur sur \' étoile polaire , après avoir disposé le limbe 
verticalement , comme pour prendre une distance au 
zénith ( n*. 5 ). On laisse cet instrument exactement dans 
cette position ; et quand il fait jour, on fait mettre un 
signal un peu loin de l’observateur , de manière qu’il 
se trouve dans l’axe optique de la lunette ramenée à l’ho— 
nson ; ensuite on observe l’angle entre ce signal et l’un 
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des objets dont la position est connue sur la carte ^ ainsi 
que, celle du lieu de l’observation. Cet angle , que l’on 
nomme azimuth , fait connaître la direction des cote's des 
triangles par rapport à la méridienne terrestre ; le plan 
est donc orienté. 

L’étoile polaire n’étant pas tout-à-fait située au pftle du 
monde {^Astronom. élèm. , par Biot, n°. G3 ) , il convient, 
pour plus d’exactitude, de l’observer au moment même ou 
elle est dans le méridien : or, on a reconnu que' ce mo- 
ment arrive à trc.s-peu-près lorsque celte étoile est dans le 
mêrne plan vertical avec la première des trois étoiles de la 
queue de la grande ourse , la plus voisine du quadrila- 
tère. Ainsi l’on saura , à l’aide d’un fil à plomb , lorsque 
cette circonstance aura lieu. La nature de cet ouvrage ne 
comporte pas le développement des méthodes astronomi- 
ques dont il est préférable de faire usage pour déterminer 
les aximulhs des cdlés d’une grande chaîne de triangles ; 
mais l’on peut consulter sur ce .sujet le Traité de Géodésie 
ct)|p ouvrages de M. Pelambrc, sur la meme matière. 

Calculs des côtés des triangles. 

1 5. On a vu dans les numéros précédens comment, après 
avoir recueilli toutes les observations d’angles, on réduisait 
ces angles de manière que , dans chaque triangle , leur 
somme valut toujours deux angles droits ; mais la réduc- 
tion au centre de la station exigeant la connaissance appro- 
chée des distances entre les signaux , on résout d’abord les 
triangles comme si les observations avaient été faites aux ~ 
centres mêmes des stations. 4 , 

Fig. 8 . ]] En stqiposant , par exemple , que dans le 
réseau triangulaire ABCDE... , le côté ylB soit donné 
par un levé fait antérieurement à celui-ci , ou qu’il ait * 


Digilized by Google 


^ IiEriDEsPiiNS. *7 

réellement mesuré ; on résoudra le premier triangle 
l^iBC à l’aide de ces deux proportions : 


sin C I sia A ;; AB ‘ BC \ 
sin C ; sin Jî ;; AB ; AC f 


(0 


On passera ensuite à la résolution du deuxième triangle 
BCD , dans lequel le côté BC calculé sera pris pour base, 
«t l’on procédera de même de proche en proche, jusqu’au 
dernier triangle FGH : mais dans ce calcul préliminaire il 
Euffit d’employer les logarithmes des côtés avec 5 décimales 
au plus. 

Lorsque les angles sont ensuite réduits à l’horison , et 
«que l’on a obtenu leurs valeurs moyennes , on résout de- 
rechef tous les triangles , en faisant usage des logarithmes 
à 7 décimales. De cette sorte, les distances cherchées sont 
déterminées avec toute l’exactitude possible. 

.Voici le type de ce dernier calcul : 

Supposons que dans le triangle ABC la hase AB, mesurée 
*t réduite au niveau de la mer, soit de 24107“, 28, et que 
l’on ait pour les angles réduits aux centres des stations et à 
l’horison 


A= 68 «so 3.346 
il = 62 , 070G8 
C — 69 , 89616 


Somme r= 200 , ooo 3 o 
200 


Excès sur deux angles droits = o , ooo 3 o 


Désignant par A', B', C ces mêmes angles diminués ch*v 
cun du tiers de cet excès, on trouva 


f 




I 
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A'— 68 «',o 3336 
B' ■=-. 62 , 07058 
C' = , fic)fio6 

Somme = 200. 

Cela posé , les proportions (i) étant calculées par les 
logarithmes , on a 

Comp. 1 . sin C'=o,o 5 o 48 i i Comp. log. sin C =o,o 5 o 48 i i 
log. AU =4,3821482 

log. sin A' =9.942781 1 log. sin B' =9,9178747 

log. 5^=4,3754104=23736“, i 5 log. y^ 6 ’= 4 > 35 o 5 o 4 o= 2 a 4 i 3 ”,: 

Dans la pratique, on ne .saurait trop mettre Je l’urJre 
dans les calculs , et chercher tous les moyens d’abréger les 
opérations : c’est dans cette vue que l’on pourrait disposer, 
ainsi qu’il suit , les données et les résultats précédcns dans , 

des tableaux dont les titres seraient imprimes d'avance. 


Noms 

Angle} hoeisontaux 

lyOGAXtTBMES 


CÔTÉS 

lies 

signaux. 

aHectés de ^ 
Terreur de 
Tobservalion 

corrigés 

pour 

les calculs. 

des sinus 
des angles. 

des côtés. 

en 

mètres. 

t 

A 

68,u334G 

A 

68,o3336 

9,94278” 

4,38a 148a 
o,o5o48 1 1 
9,9427811 

m. 

38736,1 5 

B 

62,07068 

6a, 07088 

9,9*78747 


aa4i3,ao 

C 

(K),Rf)6i6 

69,89606 

9,9498189 

4,43a6ag3 

9,9'78:l7 

24*07,28 



aoo, 00000 


4;35o5o4o 



\ 
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Les mètres qui sont sur la même ligne que A expriment la 
longueur du côté opposé à cet angle , et ainsi des autres. 

Dans l’exemple précédent , tiré du calcul d’une chaîne 
de triangles du premier ordre , les angles* sont exprimés 
en dixièmes de secondes centésimales ; mais il est inutile 
de s’attacher à une si grande précision , toutes les fois 
que l’on n’observe qu’avec des petits cercles de o^jib de 
diamètre. Je n’ai choisi cet exemple qu’afin de montrer 
comrtient on peut apprécier l’erreur des observations ; car 
les V d’excès trouvées ci - dessus n’expriment pas cette 
'^erreur seulement (n*. ii ). En effet, on sait par le théo- 
rème de Legendre (art. 106, Trigonom.) que l’excès 
sphérique t d’un triangle très-peu courbe , est propor- 

»R" 

tiomtël à son aire « et a pour valeur — ^ — y R" étant 

le nombre de secondes comprises dans le rayon , et r 
désignant le rayon de la terre. D’ailleurs l’aire « est égale 
à la moitié du ^iroduit de deux côtés du triangle que 
l’on considère , multiplié par le sinus de l’angle compris. 
Si donc l’on dénote par A , B, C les angles du triangle’, 
et par a, b, c les, côtés qui leur sont opposés, on aura 

ti — bc sm A •, et en vertu des données précédentes, 
^ / ü" \ 

et de cequelog. \ — alog. r=a, 196119, 


on aura 


log- i = 

lOg. b 

log. c = 4 i 35 o 5 o 
log. sin A = 9194278 


log. » = 8, '87440 
log. constant = 2,19612 

log. f = OjSjoSa = 3#,7J 




Digilized by Google 


3 » T R I G O N O M ^ T R I m 

Ainsi la somme des erreurs commises dans la mesure deft 
trois angles du triangle ABC n’est que de 

l6. Au lieu de former le canevas d’une carte ainsi que 
le représente la ligure, il est plus simple, lorsque l'on ne 
s’attache pas à une rigoureuse exactitude , de procéder de 
la manière suivante: 

[ Fig. g. ] Soient A, B, C, D, F, G, //, A, L le» 
points fondamentaux d’un plan , points qui sont représen-* 
tés par des signaux naturels ou par des signaux artificiels 
que l’on établit convenablement en faisant la reconnais*j 
sance du pays (n°. y ). On dessinera à vue tous les objets’ 
sur un crotpiis ou brouillon destiné à contenir les différentes 
mesures que l’oij prendra dans le cours des opérations , et 
l’on y tracera la base AB des extrémités de laquelle on 
I ' apperçoit la plupart des points y/Z*G.... , ayant soin toute- 
fois que cette base ne soit pas trop petite à l’égard da 
sa distance aux points visibles. Ensuite on mesurera au 
point A avec le grapliometre , ou mieux encore avec le 
cercle répétiteur , les angles CAB, DAB, DAB, FAB^ 
BAG. Si l’on se sert du graphomètre , il convient , pour 
plus de facilité et de précision , de diriger la lunette fixe 
sur le point B , et d’amener successivement la lunette 
mobile sur les points C, ü. H, F, G. Ces observations 
étant faites à la première station A, on ira en faire de 
pareilles à la seconde station B ; c’est-à-dire qu’on relèvera 
les angles CBA, DBA, DBA, FBA, GBA : enfin l’on 
mesurera la base AB par l’un des moyens qui sont expli- 
qués plus haut. 

On voit que de cette manière on conn.aîtra dans chacun 
des triangles ACB, ADB..., un cftlé et les angles adjacens ; 
on calculera donc facilement les distances AC , CB , AD , 
l)B..., à l’aide desquelles et de la base AB on déterminer* 

ê ' 



Digilized by Google 


Levé des Pians. 3i 

■ensuite , sur le mis-au-neC et d’après l’échelle adoptée ,■ 
les positions respectives des points Â, C, ]), //, B, G, /•’, 
soit par la méthode si connue des intersections , soit par 
le moyen d’un rapporteur (i). 

fl reste à placer sur la carte les points K , L , qui n’ont 
pu être apperçus du point A , mais qui peuvent l’éire des 
points B, H : pour cet effet , l’on considérera La distance 
£H comme une nouvelle base qui servira pour lier ces 
nouveaux points au premier système , en observant les 
angles AT//5, LIIB, KBH, LBH-, parce que l'on con- 
naîtra de même dans les triangles KHB , LIIB deux ^ 
angles et un côté. 11 est évident q^l n'est pas nécessaire 
de mesurer la distance BH , puisqu’elle est donnée par 
la résolution du triangle AHB, 

Calcul des distances à la méridienne et à sa perpendiculaire, 

17 . Les deux méthodes que nous avons indiquées ci- 
dessus pour former le mis-au-net du canevas d'une carte , 
ne sont pas celles qui procurent la plus grande exactitude 
possible ; parce que si la position d’un point dépend 
essentiellement de celle des autres points déjà placés, il 


(i) Le rapporteur est un clcmi-cercle de cuivre ou de corne, di- , 
visé CD 180 degrés ou en 200 grades, et quelquefois eu demi-grades, 
t'U est d^m grand diamètre : on en £iit un fréfjucnt usage itour 
rapporter sur le papier les angles iiiîsuns sur le icrraiu. On s’m 
sert aussi pour mesurer un angle sur le papier , et voici comment 
on prodde à ce sujet. On place le centre de cet instrument au 
•ommet de l'angle à mesurer, et l’on £iit coïncider son di.unètre avec 
un dos côtes de cet angle : alors le nombre de grades contenus dam 
iarc cumpris entre les deux côtés j «9t lu mesuie de ce même aogU. 


1 


1 

\ 
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arrive qu’une erreur commise dans la détermination gra- 
phique de l'un d'eux Influe sur la position de tous les 
autres points suh.séquens. Mais en les fixant à l'aide de 
leurs distances à deux droites fixes , par exemple , à la 
méridienne du lieu principal de la carte et à sa pcrpcndicur 
. laire (^Astronom. élèm., par Biot, n". 137) , on rend leurs 
positions indépendantes les unes des autres. Cette méthode 
exige alors que l'on calcule les distances dont il s’agit , au 
moyefl des triangles et de l'azimuth observés. 

V [ f'g- 10.^ Pour fixer les idées à ce sujet, soit AXIm 
méridienne du lieu A ,el AV ss perpendiculaire ; et sup- 
posons que les trianglR AMM', AmM' etc... fassent partie 
d’un réseau trigonomélrique : on demande les coordonnées 
- des points m, M, M' etc... cT*(ÏJ; 4 -dire , les distancesi 
Ap , pm ; AP, PM; AP', PM' etc... Si l’angle mAP 
est l’azimuth observé (n°. t 4 ), il est clair que tous les 
triangles seront orientés , et que l’on connaîtra très-aisé- 
ment les autres azimiiths M'AP', puisque les angles 

MAM', M'Am sont connus. ’Ainsi en menant , par les som- 
mets de tous les triangles de la chaîne , des parallèles 
à la méridienne et à sa perpendiculaire, comme on le voit 
à 1 ’iin.spection de la figure , les côtés ofe ces triangles seront 
les hypoténuses de triangles rectangles que l’on pourra ré— 
/soudre par le principe de l’art. 42 de la Trigon. de Legendre, 
ou de la même manière qu’au n°. 1 5 . 

Par exemple , la résolution des triangles rectangles 
APM , AP'M' donnera lÆ valeurs des coordonnées des 
points M , M' ; la résolution du triangle M'M"b fera de 
même connaître les distances bM'^, bM' ; et comme les 
coordonnées du point ilP sont AP'', P"M", on aura 


AF' = AP’^ IM ' , P"M" = FM' — bUF 


V- 


Dh3Îîi 
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Zi 

Pareillement lorsqu’on aura calculé les distances 
dM'", on aura AP"z=ÂF‘-{-JM'', P"M"'=P«M'i-\-JM"\ 
et ainsi du reste. ». 

Lorsque l'on forme ûn tableau de toutes ces distances , 
on a-soin d’indiquer le sens daas lequel elles doivent être 
prises ; et à cet égard on peut adopter la convention éta- 
blie dans la théorie des courbes, relativement aux signes. 

C’est de cette manière que les distances des lieux de la 
France à {a méridienne et à la perpendiculaire , qui passent 
par l’Observatoire impérial , ont été calculées pour former 
la carte de cet Empire j et déterminer les latitudes et les 
longitudes de toutes les villes qui en font partie. On trou- 
vera dans le Trait Aïe Topographie , d'arpentage et de nivel- 
lement , diverses formules propres à cette détermination. 



CHAPITRE Y. 


Exposition des méthodes géométriques em- 
' ployées pour déterminer les dijf ’érences de 


i8. La détermination des distances horisontales des 
principaux points d’un plan exige la s^ie de tous les cal- 
cub précédons , et le but est rempli si l’on n’a aucun be< 
soin de connaître les différences des hauteurs des stations ; 
mais il y a une foule de circonstances où cette cpnnab- 
sance est indispensable. S’agit-il , par exemple , de con- 
duire des eaux d’un lieu à un autre , de régler les pentes 
d’une route, d’applanir ou d’exhausser un terrain, ou bien 
d’en former le relief ; il faut préalablement se rendre 
compte de la forme du sol dans le sens de ses trob dimen- 
sions, Je vab donner dans ce chapitre ui^ idée des moyens 
géométriques que l’on emploie pour cet objet , et qui font 
partie de l’art du nivellement. Quant aux procédés phy- 
siques qui remplissent le meme but , on les trouvera expo- 
sés dans les i*'. et 4*- livres du Traité de Topographie, etc. 

Deux on plusieurs points sont de niveau entre eux lors- 
«jn’ib sont également éloignés du centre de la terre. Quoi- 
que cette planète ne soit pas exactement sphérique , et 
.qu’elle ait au contraire , par suite de son mouvement de 
rotation • la figure d’un sphéroïde applati vers les pôles et 
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renflé vers l’cquateur, on peut , dans les opérations ordi- 
naires du nivellement , supposer cet applatissemcnt nul , 
et établir pour principe fondamental , qu'une surface est de 
niveau, lorsqu'elle est parallèle à celle des eaux tranquilles 
des lacs ou des mers ; car telle est la propriété des fluides en 
repos , que leur surface libre fait partie de celle d’une 
sphère dont le centre est celui de la terre. Cependant , vu' 
l’immense grandeur de son rayon , la surface des eaux cir- 
conscrites dans un très-petit espace peut être considérée 
comme plane ou horisontale. Les perpendiculaires à celte 
surface sont donc censées parallèles. Ct sont , comme l’on 
sait, ces perpendiculaires que l’on nomme verticales. 

Une ligne hgrisonlale ou perpendiculaire au fil à plomb 
est une ligne de niveau apparent , parce qu’il semble en 
effet que tous les points de cette droite sont de niveau 
entre eux , quoique cela n'ait pas lieu. 

, Tonte ligne courbe tracée sur la surface de la terre sup- 
posée sphérique ,■ est dite une ligne Se niveau vrai ; tel 
est , par exemple [ fig. 1 1 ] , l’arc terrestre Aü. 

Si au point A l’on conçoit une tangente à l’arc AU , la 
' partie BD de la sécante BC sera la différence de niveau des 
deux points A, B, ou la hauteur du niveau apparent AB 
au-dessus du niveau vrai AD. Ainsi les eaux d’un canal 
dont le fond serait horisontal et représenté par AB , cou- 
leraient de B vers A , jusqu’à ce qu’elles fussent de niveau 
autour de ce dernier point. • 

Il est important , dans la pratique du nivellement , d’é- 
valuer la hauteur BD , lorsque l’on connaît la longueur 
de la tangente AB : or , c’est à quoi l’on parvient aisé-r 
ment-en considérant.que toute tangente /fj? est moyenne 
proportionnelle entre la sécante entière BH et sa partie 
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extérieure BD. On a donc 


BH : AB .. AB . BD — ^ ^ 

d’où 

BD'^ 4 - 2 CD X BD=z AB' 


\ 


Pour calculer rigoureusement BD, il faudrait résoudre 
«me équation du second degré ; mais cette hauteur est tou- 
jours si petite à l’égard du diamètre 2 CD de la terre, que 
la formule précédente peut , sans erreur sensible , être 
réduite à • 

O* 

BD = — ■ , ou , pour abréger , h = — 

2 LD ^ 2 it 

-De même pour une autre distance AB'-==a', on aurait B'D’ 
ou 



» 

D’où il suit que les hauteurs du niveau apparent au-dessus 
du niveau vrai , sont entre elles à trés-peu-près comme les 
carrés des tangentes correspondantes , ou même des arcs 
auxquels ces tangentes appartiennent. 

Sachant que le rayon CD=B=62^icfi’?, on que le 
logarithme de 2 Jl=:7,io4gir« , et connaissant la distance 
'AB=a , il est facile de calculer la hauteur h dont il s’agit. 
Cherchons , pour appliquer les principes ci-dessus , les 
hauteurs di niveau apparent au-dessus du niveau réel pour 
les distances 45 o et 1000”. 

La hauteur correspondante à 45 o“ sera donnée par la 
formule A — — — = — • « et l’on trouvera , en 
opérant à l’aide des logarithmes, que A =2:0°', 016, 
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On aura ensuite la hauteur b' correspondante à la dis- • 
tance o'=tooo“, par le moyen de celte proportion 

a' : o'* h : A' 

•U en valeurs numériques, ^ 

■ ( 45 o)* ; ( 1000 )* o“,oi6 ; A' 

Ainsi A'=o™, 0785. Si l’on devait effectuer d’autres calculs 
de celte espece , il serait plus simple de comparer à cette 
dernière hauteur toutes celles que l’on aurait à déterminer; 
parce <jhe la division s’effectuerait sur-le-chauip , en dé— 
pbi^nt- convenablement la virgule décimale, comme ceU 
esl^'ident. 

19. La triangulation d’une carte topographique faite 
ainsi qu’il a été expliqué dans les chapitres précédens ^ 
fournit totts les élémens nécessaires pour calculer les dif- 
férences de niveau des stations. Voici comment : 

[Fig. 12.] Soient yf et B deux des stations où l’on a 
observé les distances réciproques an zénith , c’est-à-dire , 
les angles ZAB—S' ; VBA— S' formés par les verticales 
€Z , CV , et par la droite AB. Si, par le point yf , on 
mène une corde Al) parallèle à la corde terrestre ad , les 
points A, ü seront de niveau entre eux , et BD sera la 
hauteur du point B au-dessus du point A. La résolution 
des triangles a fait connaître l’arc AD , lequel , vu sa pe- 
titesse , peut être pris pour sa corde. Ainsi, dans le triangle 
ABD , on a en général , • 

sin BAD : $\n ABD :: BD : AD 

d'où 

AD X sin BAD 0 


BD = 


sin ABD 
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mais il est évident que si if désigne le quadrant, on a 

BAD = 2 y — Z AB — BAC 

C 


= iV- ^-t- 


ABD = 2 y — FBA 
= 29 — 

D’ailleurs le triangle ABC donnant * 

29T=C + (2y — d') + (a9-— on a _ * 


^ *+• 


t ç, on I 9 — ■ 


2 

partant 

B AD = I~:Z— , ABD = I 9 -f 




et en désignant par K la co^e on ‘ l’arc AD , il s'ensuit 
que BD ou 

//==JLîiîiLL£l=Lil_. (O 

Cette formule est exacte ; mais dans toutes les triangulations 
secondaires , telles que celles qui sont l’objet de cette 
secÿon , l’on peut faire i 6’ = o ; alors à cause de 

sin m . 

cos m ~ m , on a simplement 

0I = Kt»ng',ir-n ( 2 ) 

Lorsque d', /f est positif; c’est le contraire si 
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^ étant la disUiitce au zénith observée au lieu dont on 

connaît rélévation au-dessus d’un niveau fixe, comme 

celui d’un la*l: ou de la mer, et étant la distance au 
zénith au lieu dont on cherche l’élévation. 

[Fig. i3. ] 11 convient de faire remarquer que cette 
formule suppose que les points A , B sont^les sommets 
des signaux , mais il est presque toujours impossible d’y 
placer le cerftre de l’instrument. Par exen^ple , quand on 
observe le point B , ce centre est souvent en a , c’est-à- 

dire , plus bas et quand on obsei 2 ii||| en B , ce meme 

centre se trouve en b : les distances au zénith mesurées 
sont donc ZaB ~ ù, VbA = A' au lieu de Z AB , VBA. 
Sans ce cas , on réduit au sommet ou au pié des signaux 
ces distances au zénith , au moyen de la formule suivante , 
qu’il est aisé de démontrer: 



dH sin A 

K 


f 


A étant l’angle observé réellement , dH désignant la 
hauteur du signal au-dessus du cercle , ou la distance 
verticale de cet instrument au pié du signal, et R'^ éUtni le 
nombre dè secondes contenues dans le rayon. La valeur 
de dA est additive ou soustractive , selon que l’on réduit 
-A au sommet ou au pié du signal ; c’est-à-dire que l’on «a 


au sommet du signal = A -f- A , 
au pié du signal i'~A — dA. 

i 

Voici le type de ce calcul. 

Soit A = ioo*%z4o 8 , A' = 999'',()z5t) , 

'Aa on dH — i-j”' , ou dW' = iS™,!. 

•On aura d’abord , en vertu de la formule '(K) , et en 

* 


I 
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sachant d’ailleurs que log K = 4 «> 6 oCâa 3 , 


log dH — 1 , a 3 o 45 
1 . sin a-' 9 , 9 ç ,999 
c. log A!^=: 5 , 839.31 
log R» = 5 , 8 o 388 


logrf//'=rI,I J898 
1 . sin A' =9,99999 
c. log / sT=5,8.393i 
log R« = 5 , 8 o 388 


log dA =a,87363=-|“747^S5 logdA'=2,822iG=-f-663" 


Ensuite , pour la réduction , 


au sommet A , au sommet B , 

w * 

A= 100*% 24^08'' A' =99S'^,g2'59* 
•^dA— o , 7 47 5 -f- dA'— O , 6 63 9 


Distance réduite, J’= ioo^', 3 i' 55"5 J'' =99«',99'22"9 

Maintenant que l’on connaît i' et i'\ on aura , par la 
formule (a), la différence de niveau des points yf, B. 

log AT = 4) 1606823 

log tang i (d’' — = — 7,4°4643 o • 

log W =— 1 , 5653253 =— 36 '", 756 . 

Il suit de 'là que le point B est de 36 *", 76 plus bas que 
le point A. 

Lorsqu’il n’est pas possible de faire des observations 
réciproques, et que la distance K n’est pas considérable, 
il est permis de supposer que Z'' = a 1 — et pour lors 
la formule (2) se change en celle-ci : 

H ~ K cot ; ( 4 ) 

selon que sera aigu ou obtus , la hauteur H sera positive 
ou négative. 

Voilà des formules qui sont dépendantes de la ligne géo- 
désique K ou d’une bâte iiorisontalt. 11 est possible cepen- 
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Jant de déterminer géométriquement la différence de ni- 
veau de deux points , sans connaître cette ligne. Bn effet , 
la formule ( 12 ) devient seulement fonction des distances 
réciproques au zénith et du rayon de la terrq ; car , à cause 
de K = 2 f sin ^ C , f étant le rayon de la terre correspon- 
dant au milieu de la corde K , et G l'amplitude de L’arc 
toutendu par cette corde ou l’angle ACB , on a 

if = 2 ^ sin I C tang^j ( J'' — 
mais par ce qui précédé = • • '■■■ _ i ^ ; donc 

// = — 2 ,cosi(J'+ J^')tang — i') (5) 

Il faudra , pour déterminer le signe de H , avoir égard à 
ceux des facteurs du second membre. 

Dans la quatrième édition de son Traité élémentaire d» 
Trigonométrie , M. Lacroix est parvenu , par des consi- 
dérations simples , à deux série» convergentes dont les pre- 
miers termes , presque toujours suQisans dans la pratique ^ 
donneraient les mêmes valeurs numériques que les formules 
ci-dessus (4) et (5). Voy. sa note sur le nivellement, p. 54- 
£n procédant ainsi de signai en jignal , on ne détermi- 
nerait que leurs hauteurs relatives ; voici la règle à suivre 
pour obtenir leurs hauteurs absolues , c’est-à-dire , les 
élévations de leurs sommets au-dessus ‘d’un même horison^ 
de celui de la mer , par exemple. 

Supposons que les points B, B', B^ B , sommets 

des signaux, soient inégalemenllélevés au-dessus d’un hori- 
son commun, de manière que h' soit l’élévation du point JB' 
au-dessus du niveau de .B ; h" l’élévation du point B" au- 
dessus du niveau de B’ ; d" la dépression du point B'" au- 
dessous de B"f et ainsi de suite. U est évident alors que 




4a Triconométrie. 

l’on aura généralement 

« 

H — D = difliércncc de niveau, 

en prenant positivement les hauteurs h , dont la somme 
est H , et négativement les dépressions d dont la somme 
est D. Si cette formule a pour résultat le signe -{- , le point 
B sera au-dessus du niveau de £ ; et si elle a le signe —, 
le point B "■ sera au-dessous du même niveau. 

Concluons de là que si«AT est la hauteur du point -JS au- 
dessus du niveau de la mer, JV-f-Tf — D sera la hauteur 
de tout autre point au-dessus de ce niveau. Pour avoir en— 
suite^es hauteurs absolues du sol, on retranchera la lon- 
gueur de chaque signal de la hauteur absolue de son som- 
met. Toutes ces règles sont assez faciles pour qu’il soit 
inutile d’en rapporter des exemples. 

20 . Dans toute la théorie précédente, nous avons sup- 
posé qu’un rayon lumineux qui part d’un objet pour venir 
en peindre l’image dans notre oeil, y arrivait en ligne droite : 
cependant , quand il traverse des milieux d’inégales den- 
sités , il éprouve une déviation principalement sensible 
dans le sens vertical ; et ce n’est que suivant la tangente 
à la courbe qu’il décria, que nous voyons l’objet. C’est 
cette déviation que l'on nomme réfraction. Son effet est 
de faire paraître presque toujours les objets plus élevés 
qu’ils ne le sont réellement ; et il est d’autant plus 
grand que le rayon visuel m’écarte moins de la surface de 

36.) De là 

• 41 

upposé éloi- 
gné de celui-ci de plus de looo™. , paraît réellement au- 
dessus de son lieu vrai. Comme nous ne pouvons entrer ici 
dans l’explication des moyens propres à évaluer l’effet de 
la réfraction, puisque nous .supposons que les limite» entre 


la terre. ( Astronom. pfys. , par Biot, pag. 
vient que le point B obsefUé du point A ^ et 


< 
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lesquelles se trouvent renfermées les opérations du nivel- 
lement sont très-rapprochées : nous nous bornerons à ren- 
voyer aux ouvrages déjà cités , si l’on desire acquérir plus 
de connaissances sur ce sujet. Nous observerons cepen- 
dant que les formules (i) et (2) du n*. 19 ne changent 
pas dans {hypothèse d’une réfraction. Gela tient à ce 
que cette réfraction étant lÿ même en A qu’en B , sa va- 
leur doit nécessairement disparaître de l’expression 
ou , ce qui est de même , quand on fait des observfttions 
réciproques et simultanées. En général, l’angle de réfrac- 
tion est à très-pen-près de l’amplitude de l’arc terrestre 
compris entre les verticales des deux points A,, B., dont 
on -cherche la différence de nivean. 

" Il résulte de ce qui précède , que le nivellement d’un 
terrain d’une grande étendue s’exécute avec beaucoup de 
précision par le moyen du cercle répéti^ur ; mais cette 
méthode suppose que les points extrêmes de ce nivellement 
sont liés par un réseau de triangles , et qn’uh des côtés de * 
ce résean , pris pour base , a été mesuré avec un soin tout 
particulier. Dans la plupart des travaux militaires et civils , 
où l’on se propose bien moins de connaître les distances 
itinéraires qqfe les düférences de niveau , on a recours à 
des moyens beaucoup plus simples et plus prompts. En 
effet , à l’aide d’un instrument ou niveau , qui , comme 
le niveau d'eau ou le niveau à bulle d’air de Chezy , pro- 
cure sur-le-champ une ligne horisontale , il est facile de 
rapporter à cette ligne les élévations ou les dépressions des 
objets. C’est ce que j’ai amplement développé dans l’ou- 
vrage cité au commencement du n®. 18. On y verra aussi 
comment on peut déterminer les différences de niveau avec 
le baromètre. Consultez sur ce point V Astronom. élim., par 
Biot, pag. i 36 , ot* la Mécanique, de Francœur, pag. 447. 



44 


Trigonométriï. 


CHAPITRE VI. 


Opérations de détail: • 


SI. Après avoir formé le canevas d’un plan , il reste à 
figurer tous les objets tpii doivent couvrir sa surface y 
comme les masses de maisons, les rivières , les ruisseaux,, 
les chemins, les liitiiies des différentes cultures, en .un 
mot toutes les propriétés particulières ain.si que les divers 
mouvemens du terrain. Op conçoit d’après cela qu’il faut , 
pour parvenir (ÿinplétemcnt à ce but , réunir aux connais- 
sances de géométrie pratique celles du dessin topographique. 
Cet art, qui tient et du dessin d’imitation et de celui de 
convention , ne peut être présenté dans tous ses détails, 
que dans un traité ex prùj'esso. Nous parierons donc seu- 
lement de ce qui a rapport au figuré géométrique des lignes, 
à l’aide des deux instruinens dont n^us avons donné ici la 
description ; et nous renverrons , pour ce qui concerne- 
l’usage de la planchette , de la boussole , etc , au 3*. livre 
du Traité de Topographie. 

£n général , il y a deux méthodes de lever les détails. 
La première est de tracer autour de l’espace à figurer un. 
polygone quelconque du plus petit nombre pos.sible de 
côtés ; ou si cet espace est considr'rable , de le diviser en- 
polygones partiels , d’en mesurer exactement les angles et 
les côtés, puis d’abaisser de petites perpendiculaires de 
toutes les sinuosités du terrain sur ces côtés pris pour bases 
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ainsi qu’on le voit [ fig. i4]j enfin, après avoir pris 
toutes les mesures nécessaires, de dessiner tous les objets 
renfermés dans ces polygones. Dans rapplicatlon de cette 
méthode , il importe d’éviter les angles trop aigus ou trop 
obtus , parce que la position d’un point donnée par l’in- 
tersection de deux lignes est d’autant plus exacte que ces 
lignes se coupent moins obliquement. ^ 

Éa seconde méthode qui facilite singulièrement l’évalua- 
tion des surfaces agraires , est, lorsque le terrain s’y prête , 
d'abaisser des perpendiculaires de tous les angles du péri- 
mètre des ma.sses à lever , sur des lignes directrices ou 
bases que l’on rattache aux côtés des triangles du canevas. 
C’est ce que l’on voit à la seule inspection des lîg. i5 et 20 , 
dans lesquelles toutes les lignes ponctuées sont des lignes 
d’opération. Cette dernière méthode est même fort en 
usage parmi les arpenteurs , soit qu’ils lèvent Isolément un 
champ ^ soit qu’ils détaillent les masses d’un cadastre , 
parce qu’elle dispense de tout %lcul trigonométrique. 
J’observerai cependant qu’elle est loin d’être préférable à 
la première méthode, sur-tout lorsqu’il if’agit de figurer un 
pays de montagnes ou un pays extrêmement couvert et 
"accidenté. 

On conçoit bien que, pour des opérations de détail un 
peu compliquées , de simples croquis dessinés à vue , 
comme le font la plupart des arpenteurs , sont peu propres 
à diriger dans le mLs-au-net ; aussi ‘ronvient-il , pour plus 
de sûreté , de diviser le canevas du plan en plusieurs rcc— • 
tangles partiels, et de les rapporter à l’échelle des détails , 
afin de pouvoir figurer exactement au crayon , sur les lieux 
mêmes , tous les details à fur-et-mesure que l’on opère. 

jilais il est essentiel d’arrêter le soir son dessin, à l’encre 

• ' 
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de la Chine , et d'écrire bien nettemcnl toutes les mesures 

qui ont été prises. 

Les ingénieurs géographes et ceux des ponts-et-chaus- 
sées , qui figurent le terrain à l’aide de la planchette ou 
de la boussole , se contentent souvent de retrouver les me- 
sures sur le plan même , au moyen de son échelle et du 
rapporteur ; mais pour des opérations relatives à un ca- 
dastre f il y aurait de l’inconvénient à procéder dl la 
sorte ; sur-tout si les détails étaient rapportés à une petite 
échelle , et s’ils n’étaient pas représentés avec un soin ex- 
trême. J’ai été plus d'une fois à portée de reconnaître des 
différences notables entre les évaluations des surfaces dé- 
duites des mesures graphiques, et celles qui dérivaient 
des mesures prises sur le terrain. 

Une autre source d’erreurs est que certaines personnes 
mesurent les lignes dans le sens mêtne de leurs pentes , 
et ne les réduisent point ensuite à l'horison. Cependant 
il est de règle , en topographie , que toutes les surfaces 
doivent se projeter sur un plan horisontal par des per- 
pendiculaires à ce plan ; et cela est absolument néces- • 

saire pour parvenir à raccorder tous les détails entre eux , 
et à les enchâsser âans le canevas trigonométrique. I)’ail— * 
leurs , un aut e motif qui a déterminé à chobir cette 
méthode de eultellation de préférence à la méthode de dé- 
veloppement , c’est parce qu’il est reconnu que le produit 
de la culture n’est pas toujours proportionnel à sa surface. 

, £n effet , un champ placé sur un côteau ne produit pas 
autant qu’un champ de même superficie et de même qualité 
situé en plaine. Ainsi , quand des cohéritiers ont un droit 
égal dans le partage des terres, il faut , au lieu de diviser 
ces terres en parties égales , les partager en parties qui 
soient entre elles en rabon inverse de leurs produits.* 
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CHAPITRE VII. 


Evaluation des surfaces agraires. 


23. Après avoir formé les détails d’un plan par l’une 
des méthodes exposées dans le chapitre précédent , on 
procède ahx calculs des superficies des diverses propriétés . 
de chaqffé particulier ; et il est un moyen de s’assurer de 
leur exactitude , c’est d’évaluer en masse l’étendue super- 
ficielle de tout le plan ; opération qu’il est aisé d’effectuer, 
puisque , par le mode de construction du canevas trigo- 
nométrique indiqué au n*. 17, il ne s’agit que de cal- 
culer les aires des triangles et des trapèzes rectangles dont 
le canevas est composé. Quoique de telles opérations nu- 
mériques n’offrent rien de difficile , et soient fondées 
sur les principes d’une géométrie élémentaire , nous allons 
en fournir des exemples en faveur des jeunes gens qui dé- 
butent dans la carrière topographique. • 

Problèmes fondamentaux. 

» 

Prob. I. Mestavr l'aire d’un rectangle et d'un parai- 
' Ulogramme. 


[Fig. 16.] Soient AB :=:A' B' ■=Sq ’“,8 les bases, 
et AC — C'H' = 37"',o 5 les hauteurs du rectangle ABCD 
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et du parallélogramme A'B'C'D'. L’aire S de chacune dé 
ces deux figures étant égale au produit de ces deux di- 
mensions , il est clair que l’on a piytr le rectangle comme 
pour le parallélogramme 

iy=5y“,8x 37 ”,o 5 = 22i5“.',5g'= 

Prob. II. Mesurer Vaire d'un triangle rectiligne. 


Connaissant la base et la hauteur. 

[f'ig. 17.] Soit Ali = g“,6 la hase, et CD = 5 " la hau- 
teur du triangle rectiligne ACB. L’aire d'un triangle quel- 
conque étant égale à la moitié du produit de st^hase par 
sa hauteur , on a 




q”,6 X S 

-i-! 24”,'. 


Connaissant les trois côtés. 

Il arrive souvent qu'il est impossible de pénétrer dans 
l’intérieur d’un triangle , et de parcourir même l’espa^C. 
qui l’environne ; alors un mesure les trois cdtés de cette 
figure , et l’on fait usage de la formule suivante c 


dans laquelle S désigne l’aire du triangle; a, b, c ses trois 
côtés ; et p son périmètre — a b c. ( ùéom. de 
Legendre , p. 296. ) 

Soit 0 = 125 “’, i = 2o“, c=:i 5 ®, on trouvera qu» 


^ 3o. ( 5o — 20 ) ( 5o •—20 ) ( 00 — i5 ) = i5o' 
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On pourrait en général eiTecluer ce calcul Taide des 
tables de logarithmes ; mais dans ce cas particulier on 
détermine plus simplement l’aire cherchée , puisque le 
triangle ABC est rectangle. En effet ^ le carré du plus 
grand >^cdté a étant égal à la somme des carrés des deux 
autres.câtés b , c , on a 

„ b.C £0 X iS r 

S= = — — = i5o. 

a a 

Ce problème est un des plus utiles de la géométrie 
pratique ; on peut à son moyen évaluer l’aire^||||tii|que 
pdlygone que ce soit, sans employer 
. qu’une chaîne métrique ou ^i$- 

qi^l^. mesurant les trois Ââque triangle en 

lesquels ce polygone sera detomposé , la formule précé- 
dente recevra inunédiafaement son application ; jnifb cette 
méthode est beadcoup plus longue que celle >que. )’ep(- 
poserai bientôt. v 

Connaissant Jeux côtés et l’angle compris. 

Si dans un triangle dont Af£,C sont les angle^ 
et a , b , c les côtés respectivement opposéuiirHin connaît 
les deux côtés 6, c , et l’angle A compris , et que l’on ' 
nomme h la perpendiculaire CD , on aura , à cause du 
triangle rectangle ACD , 

- h ~ b sân A f 


en supposant le rayon des tablés = i ; mais l’aire 
ACBz:x-dËJL£IL =s; donc 



bc . . 

sin A. 

a 

f 



\ 




) 
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c’cst-à-dire que l’aire d’un triangle est 'égale à la moitid 
du produit des deux côtés connus , multiplié par le sinus 
de l’angle compris. 

Soit b = a 5”,4 ; ^ — 3 o "*,2 ; yf = 4 ^ 5 '', i 5 ' ; on aura 

log b = 1 ,4048337 
logie-r 1,1789769 
log siii A = 9,7887106 

log s — 2,3725212 

m 

ainsi l’aire du triangle, ou 5 = 235 "'.% 79 . 

Connaissant un côté et les deux angles adjacens. 
Dans le triangle ABC, on a, comme on sait , 
sin li sin B b 




sin C sin ( A -\-B') 
de b et la su! 

sin A obtenue ci-dessus , on trouve 


de là tirant la valeur de b et la substituiint dans la for- 
mule s=^ — 


c’ 


A 


B 


2 sin (.'/ -j- >ï) * 

expression qu’il est facile de calculer de môme par les 
logarithmes. 

Prob. 111. Trouver l’aire d’un quadrilatère dont on 
connaît les deux diagonales et l’angle qu'elles Jbrment. 

En vertu de l’une des solutions précédentes, on' a 
£ï’ig. rS] 

aire BEC ~ — — sin E 
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xz 

ABE^ 

sin E 

a 


AEDzzz 

sin E 

2 


DEC=. 

sin E ; 


St 


donc 

ABCD = E = 3 in E. 

.a 2 

Il suit de là que l’aire d’un quadrilatère est égale à la 
moitié du produit de ses deux diagonales , multiplié par 
les sinus de l’angle compris. 

Quoique dans l’arpentage , on ait rarement besoin 
d’évaluer l’aire des figures régulières , je vais donner quel- 
ques exemples de calculs à ce sujet. 

Prob. IV. Mesurer l'aire d’un polygone riguUen 

[Fig. 19.] Si on connaît le cAté K d’un polygone ré- 
gulier et le nombre n de ses côtés , son aire s s’obtiendra 
à l’aide de la formule 

J* 

'* =■- i BÀ’ COt — 


g désignant le quadrant. L’angle au centre C du polygone 




sa moitié : 


étant = 

n ' n 

ACD est rectangle en ZI , on a 


; et comme le triangle 


'CD = — col 

a n 
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/ 

Or l’aire de tout polygone régulier est égale au produit 
de son périmètre nK par la moitié de son apothème 
CDt^ donc, etc. 

Pour appliquer la formule actuelle à un exemple , soit 
Kzzziaf^, et n = 8, on aura 

log K = 1,079181a 

idtm. ~ 1,079181a 

‘ log ~~7~ = o, 3 oio 3 oo 

4 

log cot = o, 38 a 7757 

log s = a,84ai68i ; 

l’aire cherchée est donc égale à j^SgS^.Sag. 

* 

PROB. V. Trouver Voire d’un cereïe dont on connaît 
'• le rt^on. 

L’aire d’un cercle est égale au carré de son rayon « 
multiplié par le rapport de la circonférence au diamètre , 
c'est-à-dire par ir= 3 ,i 4 i 59 a 65 : ainsi appelant rie rayon 
d’un cercle , et s son aire , on a 

s — »r*. 

I 

L’approximation sera presque toujours suffisante, en sup- 
posant seulement ar= 3,1 4 > 

Soit, pour exemple, r= i6“, on aura 

J = 3 ,i 4 X 16’ = 8 o 3“.',84 ; 

Si on voulait opérer par les logarithmes, au double 
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du logarithme du rayon, on ajouterait celui de *•, lequel 

= 0)497*479» somme serait le logarithme de 'l’aire 
demandée. 

Il est évident que l’on peut aussi déterminer le rayon 
d’un cercle dont l’aire est connue. 


PaoB. VI. Déterminer l’aire d’un secteur dont l’arc est 

de n grades , et dont le rayon = r. 

♦ 

• 

Puisque l’aire s du secteur est à celle du cercle comme 
l’arc du secteur est à la circonférence entière , et que 
deux arcs d’un même cercle sont entre eux comme les 
nombres de grades qu’ils comprennent , on a 


s : »r* 


» ; 4oo, 


d’où 5 = n 


4oo * 


par conséquent 

log surf, du secteur = log n 4< a log r 4- 7,89508988. 


Prob. Vil. [Fig. 19.] Trouver l’aire du segment dont 
l’arc comprend n grades , et dont le rayon = r. 


L’aire du segment AnD est égale à celle du secteur 
ACBnA, môins l’aire du triangle ABC. Or, par ce qui 
précède , ' 


aire du secteur = n- 


4oo 


donc 
aire du 


et celle du triangle ACB = sin n ; 

* a . 


segment = a log r + log i f n — — sin » ^ 
' \ aoo. / 
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Si on fait O— n on aura loga=:log 71+8,196119877; 

partant 

log. aire du segment = a log r+log i (a “ sin n), 

, le signe — ayant lieu lorsque n < 200 , et le signe + 
lorsque n > 200. 

^ Pkob. VIIL Diterminer l'aire d'mit ellipse dont on 
connaît les deux axes. 

Il est démontré , dans tous les traites de calcul inté-i 
gral , que l’aire d’une ellipse est équivalente à celle d’uit 
cercle dont le rayon serait moyen proportionnel entre 
les deux demi-axes. Cela posé , soient a et & ces deux 
demi-axes , et s l’aire cherchée , on aura 

< = nab 

supposons que a = 12, et que b = io, on trouvera 
s = 3,i4x 12 X 10 = 3,14 X i20 = 376“.®,8. 


De la mesure des polygones irréguliers . . . 

28. [Fig. 20. ] Déterminer l'aire du polygone'irriguUer- 
ABCD levé suivant la méthode du n'^. ai. 

Ce polygone étant, par suite des opérations faites sur. 
Ip terrain , décomposé en triangles et en trapèzes reC'» 
ungies , on aura sa superficie ainsi t^u’il suit : 


/ 
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Aire du triangle Ça) = (ii,6) ( 4 , 2 )- • • — 

48"‘.%72 

du triangle Çb) = (21, 45 ) ( 6 , 5 ). . 

kSg , 42 

du trapèze (c) == (21) (7, 5 ). . . . 

iSy , 5 o 

du trapèze (d) = (18,7) X 7. • . ' 

95 * 90 

du triangle (e) = (19,4) (3,2). . . 

€2 , 08 

du triangle Çf) — 5 x 5 

25 , 00 

du trapèze (g’) = (i 3 , 3 ) (26, 85 ). . 

357 , 10 

du trapèze (A) = (ii,i) (n, 4 ). . 

126 , 54 

du trapèze (k) — g’X 5 ’ 

45 f.oo 

$omme, .... 

io 57'“.“,26 

Triangle (/) soustractif =3 X 2. . 

) iG 1! 

Aire effective du polygone. ... 

io 5 i"ï.%a 6 


ainsi l’aire du polygone est de, lo ares 5 i mitres, c^arre's 
a6 

lOO ,, . , ■ ' 

Si le terrain à mesurer * était terminé par une ligne 
courbe , on abaisserait sur la base yfX menée intérieu- 
rement autant de perpendiculaires qu’il serait nécessaire 
pour pouvoir considérer, sans erreur sensible , le périmètre 
du terrain comme un assemblage de petites lignes droites; 
et le calcul de la superficie se simplifierait beaucoup en 
rendant toutes ces perpendiculaires équidistantes ; car U 
est aisé de démontrer que, dans ce cas, l'aire cherchée, 
est égale ■ au produit de la distance commune de ces per*- 
pendiculaires , par la somme Jdite^ de la demi-somme des 
perpendiculaires extrêmes , et de la somme des perpen- 
diculaires intermédiaires. On entend 'par perpendiculairét 
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extrêmes , celles qui passent par les exlrcmitcs de la 
base , et qui font partie de la limite de la ligure ; ainsi 
quand cette figure se termine en pointe aux extrémités 
de la base , il suffit , pour avoir la mesure de sa surface , 
de multiplier la somme des perpendiculaires intérieures 
par leur distance çommune. 

Déterminer Vuire d'un polygone rectiligne tpielcongue 
mesuré au graphomètre ou au cercle répétiteur. 

[Fig. 21.] Soit le polygofic jéBCDE , dont il s'agit 
d'évaluer la soperdcie : on mesurera tous les angles inté- 
rieurs et tous les côtés de ce polygone , et la vérification 
des angles devra se faire sur le terrain même , afin que 
si on découvre une erreur on puisse la rectifier sur-le- 
champ. Cette vérification s'effectue à l'aide de ce principe 
connu , savoir : que la somme des angles intérieurs d’un 
polygone est égale à autant de fois deux angles droits 
qu’il y a de côtés moins deux. 

Dans l’exemple actuel , on a , par l'observation , 

angle A = l2oS^ 

B = i32 
C = 86,10 

D — iiô,i5 

’ E — 143,75 

Somme = 6oo«'. 

laquelle est égale à celle des angles du pentagone 
ABCDE , puisque 2006' x^( 5 2 ) = 6oo8^ 

Dans le cas où l’on aurait une faible erreur en plus 
ou en moins , et cela est très-ordinaire , on diminuerait 
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ou l’on augmenterait chaque angle de cette erreur divisée, 
par le nombre des côtés du polygone. On suppose ici, 
toutefois , que les angles sont tous observés dans le même 
plan et aux sommets des arrgles du polygone ; ce qui ** 
peut presque toujours se pratiquer ainsi dans les J>pÉ- 
rations de dé^il , et quand le graphomètre ou le cercle 
répétiteur est garni de lunettes plongeantes : auquel cas 
son limbe se dispose toujours horisontaleinent ( n*. 6 ). 

Il est nécessaire aussi de vérifier sur le terrain si les 
longueurs des côtés de la figure sont exactes. Pour cet 
effet, on inscrit le polygone dans le rectangle xyzt , dont 
on détermine les quatre côtés en résolvant les triangles 
rectangles BCx ^ CJDy, EDz y AEt, dans chacun des-’ 
quels on connaît l’hypoténuse et les angles. On^ est 
certain alors qu’il ne s’est glissé aucune erreur dans la 
mesure des côtes du polygone , lorsque ceux opposés du 
rectangle circonscrit sont égaux. Voici le calcul des côtes 
des triangles dont il est question. 

t 

^ 1,9860211=: g 6“,83 = Bx 

Triangle I log sin Sa*'. — 9,6828a5o 

< log 201”. =a, 3 o 3 ig 6 t . 

BCx j jQg (-05 3 a*'. =: g, 9426561 

(, ^ 2 ,a 4585 aa = 176 , i 4 = 

f 

{ ‘ «.97-9764= 93 , 97 = Çr 

a- .. 1 — . . ; , ■ - 

Triangle ) togslni8s',io=:9,44793i6 

\ log 335 ”. — a, 5 a 5 o 44 B . 

i 1. cos =9,9822053 




' 3,5o7a5ot =3at , 55 = IIy' 
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Triangle 

EDz 


Triangle 

EAt 
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. ' 3,0937867 = 124 , 10 = Dff 

i log<.!n 36e'', 25 = 9, 7017003 
log 23o."',ig =2,362 o8G5 
1 . cos 36«',25 =9,9254241 

2,2875106 = ig3 , 87 = Et 

1,3935725= 34 i 75 — 


log sin 20*'". 
log 8 o'”,o9 


= 9t4899^^4 

= I,9o35yoi 


log cos 20S'. = 9,9782063 


■ 1,8817964= 76,x7=£* 

.1 

Comme chaque côté de l’angle droit d’un triangle 
rectangle est égal à l’hypoténuse mullipliée par le sinus 
de l’angle opposé à ce côté , en supposant toutefois le 
rayon des tables égal à l’unité , Il est clair que pour avoir, 
1®. le logarithme du côté Bx du triangle BCx , il faut au 
logarithme de 201“. ajouter le logarithme sinus de32S'. ; 
a.*, que pour obtenir le logarithme du côté Cx , il faut de 
même au logarithme de 201 ajouter celui du cosinus de 
326% et ainsi pareillement pour tous les autres triangles dont 
il est d’ailleurs très-facile de déterminer les angles aigus. 

11 résulte de ce calcul que , 


xt = 44S”’,G8 , 

»J=2J0, II , 


yz = 445“, 65 
Zt = 270, o4 


‘ On peut donc conclure de ces résultats que les mesures 
ont été assez bien prises. 

Pour déterminer maintenant l’aire du polygone ABCDE, 
on calculera celle du rectangle xyzt , et on en retranchera 
les aires des quatre triangles BCx., CDy, DEe , AEt ; le 
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reste, sera l’aire cherchée. Mais auparavant il faut faire 
disparaître les petites erreurs qui existent entre les lon- 
gueurs xt f yz , et , zt. On prendra donc pour 

* I 

longueur réduite du rectangle — =r 445 “ j 66 , et 

pour largeur moyenne ' ' — = 270“, 07. On pourra 

ensuite augmenter zE de o™,o 3 , et diminuer Cx de o“,o 4 » 
parce qu’il est plus convenable de faire porter la correction 
sur les plus longues lignes. Quant à la correction relative 
à la longueur du rectangle , elle est si faible qu’il _est 
inutile d’y avoir égard dans le 'calcul des triangles dont 
il s’agit. Cela posé , on aura , en opérant par les lo-r 
garithmes , pour abréger , 

. . ». Logarithmes des aires. 'Aires. 


Rectangle xj’zt. 

base 2,6490087 I 

hauteur .2,4814768 ' 

' 6,0804800 ' 

* ' f ■ 

Triangle BCx. , ^ . 

B. 1,9860211 

H. 2,2487594 

comp log 2 = 9,6989700 

8,93o75o5 8826™.'', I 

Triangle DCy. 

B. 1,9729764 

. . H . 2,80^2801 \ 

çomp log 2 — 9,6989700 , 


120389™.', 4 


4,1791968 18107 » ® * ' 

23633 , 7 12035 g , 4 
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De Vmulre part. . . a 3633 , 7 isoSSq « 4 
- Triangle EDz. 

B. 2,oq37836 « 

H. 2,2875778 
comp log 2 = 9.6989700 

4 ,o 8 o 33 i 4 i2o3i , S 

Triangle AEt. 

B. i,. 3 o 35725 

H, 1,8817964 

comp log 2 = 9,6989700 

3)9743389 942 , 6 

! 

* 36608“.', I «— 36608 , r 

Aire du polygone. . . . 8375i“.',3 


Voilà tout ce que je me suis proposé de dire ici 
concernant le levé des plans et le calcul des surfaces , 
par les méthodes les plus simples ; mais les Traités de 
Géodésie et de Topographie , etc., forment une doctrine 
complète à ce sujet, et réunissent plusieurs théories im- 
portantes que j’ai principalement développées en faveür 
des Ingénieurs qui exécutent de grands travaux géodé- 
siques. Ce qui précède çeut être considéré comme une 
introduction à ces traités (i). 


(l) J’ai oublié d’avertir, dans ma Topographie , que les trois 
premières tables géodésiques qui la terminent ont été calculées en 
grande partie par M. Henry, d’après les formules de M^.IMambre ! 
je m’empresse de réparer ici cette omission. 


) 


• . *• 
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y. 

DE DIVERSES PROPOSITIONS 

DE GÉOMÉTRIE 

RÉSOLUES OU DÉMONTRÉES PAR L’ANALYSE 
ALGÉBRIQUE. 


SECONDE SECTION. 

GÉOMÉTRIE A DEUX DIMENSIONS. 



CHAPITRE PREMIER. 

De la Polj gonométrie. ^ 


a4- On entend par polygonométrie l’art de déterminer 
dans un polygone rectiligne quelconque plusieurs de ses 
parties à l’aide de celles qui sont connues. Pour efiectuer 
de telles opérations , il faut donc , comme pour les 
triangles, connaître les diverses relations qni existent entre 

e 




{ 
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les côtés et les angles d’un polygone. Ces relations, qui 
sont autant de théjrômes fondatnenlaux , donnent lieu 
par leur combinai, on à d’autres lliéorrmes ou propriétés 
de ces figures. Les premiers essais qui furent faits en ce 
genre sont dus à Lambert ; mais ce grand géomètre 
ne s’occupa que des quadrilatères , et encore se borna- 
t-il à indiquer la marche à suivre pour former une 
létragonomitrie complète. Après lui , d’autres savans 
étendirent cette théorie ; entre autres Lexcll , dans deux 
excellentes Dissertations insérées dans les'ig et ao™" vo- 
lumes des Mémoires de Pétersbourg. Enfin, de nos jours, 
MM. Lhuiiicr de Genève et Carnot ont enrichi cette 
matière de leurs propres découvertes. Nous nous» bor- 
nerons ici à donner quelques propositions intéressantes de 
1 a polygonomélrie. 

I 

• Théorème. j 

f 

3 .S. Dans tout polygone plan , chaque côté est égal' à 
la somme de tous les autres , multipliés chacun par ie 
cosinus de l’angle qu’il forme avec le premier. 

[ Fig. 22. ] Ce théorème est évident à l’inspection de 
la figure ; car dans le quadrilatère AÎÎCD, la base AB 
est égal4 à la somme des segmens Ad, de , clî , et chacun 
de ces segmens est égal à l’hypoténuse dn triangle au- 
quel il appartient, multipliée par le cosinus que cette ligne 
fait avec AB ou avec sa parallèle c'J). ^ 

Soit donc AB = a\ BC — b, CD=c, DA-=d; et 
déiignons par (^a , b ') l’angle ABC, par (a, c) l’angle 
CDc' , par (û, rf) l’angle BAD ; on aura 

a==.b cos ( o , b') c cos ( « , c ) i 
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Cette' proposition , qui sert de base à la théorie que 
nous allons développer , n’est pas restreinte aux poly- ’ 
gones plans comme il est aisé de le démontrer ; et 
'l’on conçoit bien- qu’elle s’applique aussi à un polygone 
d’un plus grand nombre de côtés que celui que nous 
considérons en ce moment. "• 

Il est entendu qu’il ne s’agit , dans la formule pré- 
cédente I que des ^angles intérieurs ‘ de la figure : alors 
s’il s’en trouvait d’obtus , leurs cosinus seraient négatifs. 
Voyez pour la règle des signes qui doivent affecter lea 
lignes trigonométriques , la Trigonométrie de Legendre f 
ou celle de Lacroix. 

Théorème. . 

' V 

aG. Dons tout polygone, la somme de ses côtés' multi- 
pliés chacun par le cosinus de l’angle que jorme sa 
direction, prise dans le sens du périmètre, avec une droite 
quelconque tracée à volonté dans - le plan de ce po- 
lygone, est égale à zéro. 

A 

[ Fig. a3. ]] Soit AX, la droite à laquelle on rapporte 
tous les côtés du polygone ABCl) , et nommons x cette 
droite indéfinie. On aura en vertu du n”. précédent, et 
en faisant usage de la notation qui y est énoncée , 

Âb=b COS > » ) 4- cos ( c , cos 

d’un autre côté le triangle rectangle ABb donne 

Ab = a cos ( BAX~) : ■ 

de là ^ 

x|Cos Ç^BAX)=:b cos(i, a:)4-ccos (c, «)4*d cos(d, x'); 
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mais en général cos ( aoo*' — g’)z=— cos e , éonc 
cos ( BâX ) = — cos ( BAX' ) = — cos ( « , *) { 
donc 

« cos (a , cos ( i , JC ) + c cos (c , Jt ) -f-rfcos (<i, ») = O. 

•f 

Ainsi dans le calcul de cette formule, comme dans 
toutes celles que nous donnerons par 1 a suite, U faut 
avoir ëgard aux signes des cosinus. La règle des signée 
est même sous-entendue nécessairement dans l’énoncé 
delà proposition actuelle, qui, sans ceb , ne serait point 
exacte. * 


Théorème.. 


27 



tout polygone , le carré d'un côté quelcorufue est 

Ut shhdtfe des' carrés dé tout les autres côtés , 

•taoiÿs^^ux yqis^ldj^roduits de îous ces autres côtés 
’/tmlj^is deu:^ et par le cosinus de l’angle qu’ils 

comprennètH 


[Fig. 24. ^ Soit toujours AB = a , BC =k ÿ , CD = r , 
DA = d;.... on aura par le théorème précédent. 

a =zb cos (a, b") c cos ( a, r ) >^ d cos ia,d). 

h’=. a cos ( a, 0 + c cos ( & , r ) -f- d cos ( & , d ) 

c = a cos ( a , c ) -4- & cos ib,c) + d COS ( c , 

9=. a cos ( a, d ) -f« & cos (_b, d") ^ cos ( c , d) 

Multipliant par a, b première de ces équations ; par b. 


(i) Cette proposition et la précédente aenient encore vraies, quand 
même le polygone serait gauche. 
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la seconde , par c la troisième , et par d la quatrième ; 
ensuite ôtant les trois derniers produits du premier , il 
viendra 






résultat qui démontre la cho.se , et fait voir que la pro- 
priété connue du triangle objiquangle , n’est qu’un cas 
particulier de ce principe général. 

Pour introduire dans la formule ci-dessus les angles 
mêmes du polygone , on remarquera que 


angle(4,c)=C, angle (A, «?;=C’ 4 -i)— 2 oo 8 ‘', angle 
donc 

a^=zh'-\-c' -hd^-~z\bc cosC — bd cos(C-)-D)-|-c<fcosDJ. 


La même méthode appliquée au pentagone ABCDE 
donnerait 


[' -f crfc6sl>— reco.s(Z> + £')4-Jecos£ J 


bccosC — bd cos(C-f-Z))-f-ie cos(C-j-2}-|-jS]j~j 


équation qui a encore lieu pour tout autre polygone , 
quel que soit le nombre de ses côtés , et au moyen de la- 
quelle on est en droit de conclure que si les angles d’un 
polygone yarient d’une manière quelconque , mais que 
les côtés conservent leur grandeur , la somme des pro- 
duits de tous ces côtés multipliés deux à deux et par 
le^cosinus de l’angle compris sera toujours une quantité 
constante. En effet, en faisant <z=o, celte propriélé se 
manifeste tout il’abord pour le quadrilatère. 
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28. Le double de l'aire d'une Jigure rectiligne quelconque 
est égal à la somme des produits de ses côtés, excepté 
un , multipliés deux A* deux et par Us sinus des angles 
qu'ils comprennent. 

[ Fig. 22. ^ Désignons par S l'aire du quadrilatère 
cherchce. Si on prolonge CU et AU jusqu’à leur ren- 
contre en O , l’on aura . • 

aire ABCD ou S ~ OCB — ODA ; 

et si on fait OA = « , OD = y , le principe conna * 
donnera 

OCB rrr ( c ^ 4 * y ) C ^ ** ) ^ 

ODA = i ce y sin O ; 

pour lors 

= 4 ce sin O 4 c y sin O -f- î « e sin O. 

D’ailleurs le triangle ODA donnant 

i d sin D 

( sin D ' 

on aura ) 

I __ dsinA 

) ^ sin O 

et la valeur de S deviendra 

5 ^ ï=ï 5 oc sin O + I + a 
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t>n peut introduire dans celte formule les angles du pt)- 
tygone , car 

i•^^c')=zO=:A-{-T^ — 200«'', (^a,d) = A, (c, d')=D> 

* 

donc 

*^=i { sin y< — ac sm Ç^A D ) cd sin D } . 

* * 

Un procédé analogue donnerait pour l’aire du pentagone 
ABCÜE [ Fig. 24. ] , 

^ ^ r absinli — acsin (/î-f-Q-f atfsin ( 7 >-|-C+ 7 J)~| 
“ -f- ic sin C—hd sin ( C -f- 77 ) é J sin 1 ) J 

et ainsi de même pour tous les autres polygones. 

Il ne faut pas oublier , en appliquant ces formules 
qu’il s’agit , comme dans les n“*. prccédens , des angles 
intérieurs du polygone. Le principal avantage de ces 
memes formules , c’est qu'elles dispensent de construire 
une figure. FUes se présenteraient sous une forme plus 
symétrique , relativement aux signes , si au lieu des 
angles intérieurs du polygone , on enjployait les angles 
extérieurs ; c’est-à-dire ceux qui sont formés par un 
côté de la figure et le prolongement du côté suivant. 
11 existe d’autres méthodes pour évaluer l’aire d’un 
polygone , sur quoi voyez le n“. 5 g et suivans du Traité 
de Topographie , d' Arpentage' et de Kwellement. 

Idée de la résolution des Polygones. 

aq. [ Fig. 22. ] Connaissant dans le quadrilatère AB 
CD les côtçs 6 , c , (7 et les angles A , 77 ; on de.^ 
mande les autres parties de ce polygone. 


6/î PnoposiTiONS 

• On voit sur-le-champ que l’ordonnée Ce est égale à 

sin (^a, i ) = c sin (a, c) «d-ii sin (a, d), 

w 

ou bien que . 

i sin JB = d sin ^ — a sin ( ^ -f- ^ ) » 

ainsi on obtiendra immédiatement , par cette formule, ^ 
la valeur de l’angle B. 

Maintenant pour trouver le côté a, on aura recours 
à la formule 

asln (J, a) =csin (J, c)-fdsin (J, r?) 

OU ' 

a sin JB = c sin C — sin ( C -|- H ) 

qui est analogue à la précédente et 'dans laquelle tous 
les angles sont connus , puisque l’on a (ft, c)=4oo«' 

^ D ; ou bien l’on emploiera la formule 

a — à cos (a, -h c cos ( a ,'c ) cos (a, rf) 

démontrée au n°. ?5. « 

De ce que l’on a 

i cos (_o, à) — a — c cos (a, e) d cos (,a, d) 

et 

J sin ( a , J ) = c sin ( a , c ) -f d sin ( a , d ) , 

il s’ensuit qu’en divisant ces deux équations l’une par 
l’autre , 

„ d s'm — c sin ( >4 -f- X) ) 
tang(a, ô), ou tang ^ ^ ^ cos ^ + c cor(^ -f 


« 
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et par la même raison 


^ c sin I) — ô m)i ^ C D') •. 

“ j~ccosli + icoy(C + i;) • 


Telle serait la formule dont il faudrait faire usage 
pour déterrtiiner le troisième angle d’un quadrilatère , 
si l’on connaissait trois de ses côtés et les angles compris 
entre les càtés' connus. 

[ Fig. 24- ^ ^ demande de résoudre de la même 
manière le pentagone ÀBCDE, 

L’inspection de la figure fait assez connaître que l’on 
a comme ci-dess,us 


b siaB^e sin A-^dsinÇ^A-Jf-E") c sxn + JB-j-jD) ; 


mais si au liç 4 i de calculer B il fallpjt déduire de cette 
équation la valeur de l’angle A , on serait obligé de 
développer les facteurs dans lesquels cét angle se trouve 
engagé. On aurait , par exemple , 


b sin B ■= f s\n A — d sin A cos E — d cos A sin E 

-|- c sin yf cos ( f> + £ ) + c cos Asm(_D -{-E") 


et après avoir substitué pour cos A sa valeur V' i — sin *yf 
on verrait que l’inconnue «in A serait donnée par une 
équation du second degré. 

Lorsque dans l’équation précédente l’on > a i=o,lo/ 
pentagone se change en quadrilatère, et pour lors on a 


tang A = 


d sin E — c sin ( i) + E) 


e — d cos E c cos (^ü -{-E') * 

ou en employant la notation qui convient an quadri— 




'S;' .■'4?'' 
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Pho-positions 


7 * 

Idicre AJiCD y 

_ ^ c sin D •— è sin ( C J) ) • ‘ 

~ d —i cos J) -f. b càsxc + ij y 

comme ci-dessus. . , 

Tels sont quelqiies-uns des cas qui se présentent dans 
la résolution des polygones , et que l’on pourrait traiter 
par la simple trigonométrie , comme je l’ai fait voir 
ailleurs. J’engage ceux qui veulent acquérir des connai-s- 
sances plus étendues sur cette matière et sur les pro- 
priétés de ces figures, à lire la Polygonométri'e de Lhuilier, 
et sur-tout la section IV de la Géométrie de position de 
Carnot, ouvrage dicté par le génie géométrique, et qui 
est un des beaux monumens élevés à la science. 

Nous allons chercher maintenant les propriétés de- 
retendue, par une autre voie analytique. 




. ^r.<i . i.. •• !... 

«i*»-»'» . 
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CHAPITRE II. 


Notions préliminaires sur l’ application de 
l’Algèbre à la Géométrie. 


Equation de la ligne droite , et conséquences qui en 
résultent. 

3o. La plupart des formules suivantes n’étant qu’une 
récapitulation des principaux résultats analytiques connus, 
nous renvoyons , pour tous les éclaircissemens que 
l’on pourrait desirer , aux ouvrages qui ont été publiés 
sur cette matière ; et nous prévenons une fois pour 
toutes , que pour éviter les redites , les numéros qui se 
rapporteront au Traité d’application de l'cilgèhre à la 
géométrie , par Lacroix , ( 4'. édition ) seront seulement 
accompagnés des deux lettres L. C. 

Une droite qui passe par l’origine des coordonnée» 
rectangles , a pour équation 

y = ax 

a étant la tangente trigonoinétrique de l’angle formé 
par celte droite et par l’axe des abscisses. 

L’équation d’une droite j qui ne passe pas par l’origine 
des axes QFig. 2,5.]j , est généralement représentée par 

y = A.x-{- B, 




1 . 
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Propositions 

la quantité tonte eonnne B étant l’ordonnée corresponr 
.danlê à a:=p. 

Si le cours d’une droite est particularisé par l’équa- » 
tion 

y z=. ax — b 

c’est alors le cas de la Figure aG. 

S’il l’est par l’équation * 

J = — oj; -+• 6 
, c’est le cas de la Figure 27. 

S’il l’est par l’équation 

y ~ — ax — b, 

p’est le cas de la Figure 28. 

3 1. L’equation d’une droite parallèle à l’axe des or- 
données est xr=:à. 

I)e même l’équation d’une droite parallèle à l’axo 
des abscisses est yzxzb. 

32 . Une droite assujétie à passer par nn point don^ 

les coordonnées sont « , , et à faire avec l’axe des 

abscisses un angle dont la tangente est a, a pour 
équation 

y — ^ — a (a; — .) 

' * 

33 . Deux droites sont parallèles entre elles lor^quq 
leurs équations sont respectivement 

y — ax -\- b , y~ax-!fb'. 

Zt\. Auctine des équations précédentes ne. change 
de forme lorsque les coordonnées x y sont obliques ; 
mais alors <1, qui est le coefficient de x dans ces mêmes 
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équations , désigne simplement le rapport d’une ordonnée 
à l’abscisse correspondante. Ain.si en daignant par p 
une droite quelconque , par ( f , x ) et ( ^ les 
angles qu’elle fait respectivement avec l’axe des x et 
celui des y , on A 


_ sln ( >, a: ) ^ sin ( P , a; ) 

bin(p,y) sin (x.jjr — p’; a:) ’ 

pl par conséquent 




sln ( P , a: ) 

C f > J ) 


X b 


• • ' ^ t 

^st l’éqAation de la droite dont il s’agit , rapportée aux 
.coordonnées obliques. 

35. Deux droites représentées par les équations aux 
coordonnées rectangles 


y ^ ax b , y — + b' 

sônt perpendiculaires l’une à l’autre ; lorsque l’équatioti 
a a' I = O a lieu ; c’est-à-dire , lorsque a' est avec un 
signe contraire la cotangerite de l’angle dont a est la 
tangente. * 

36. Si l’équation d’une droite esiy=ax~{-b la lon- 
gueur de la perpendiculaire abaissée sur cette droite 
d’un point dont les coordonnées positives sont « , ^3 , 
sera exprimée par - . 

/3 — aa — b 

. 1 -H ““ 


le signe supérieur ayant lieu pour le cas où la droite 
jfst située entre le- donné ei, l’axe des abscisses , et 


t 


^4 Propositions 

le signe inférieur ayant lieu pour le cas où le point 
donné est cnl^e la droite et l’axe des abscisses. 

87 . Deux droites , ou deux lignes quelconques qui se 
coupent , ont à leur point d’intersection les memes 
coordonnées ; ainsi on déterminera analytiquement ce 
» point, en résolvant deux équations entre deux inconnues. 

38. Lorsque deux droites qui sc coupent ont pour 
équations 

y = ax~{-i, y — a'x c 

et qu’elles sont rapportées à des axes rectangulaires, le 
cosinus de l’angle qu’elles forment entre elles est 

I -4- an ’ . 

1 -J- a' ) ( I -j- a'* ) 

le sinus du même angle est 

« 

a' — a 

V^i -H a‘ I -f- a" 

et sa tangente est ' * 

a' — a 

t 

1 + ûa' 

le rayon des tables étant égal à l’unité. Mais lorsque a 
est négative , cetta dernière expression se change en 

a + a' , 

I — aa‘ 

Dans le premier cas , l’angle dont il est question est ^ 
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la dîfr<Tcnce des angles dont les tangentes sont a , a' ; 
et dans le second cas ^ il en est la somme. 

3g. Il est intéressant de chercher les modifications 
qu’éprouvent les résultats précédons, lorsque les droites sorrt 
rapportées à des axes obliques. Parmi les moyens que 
l’on peut employer à cet effet , celui qui dérive de ' 
l’ingénieuse théorie développée dans le n*. g de la 
Correspondance sur l’Ecole polytechnique , par M. Le 
Erançais , capitaine au corps impérial du génie , me 
paraît le plus naturel et le plus élégant , et mérite 
d’être exposé dans les ouvrages élémentaires. , 

Par exemple , soit 


• * y 

fix = aV , ou 4 = = — — 

„ - /8 

l’équation d’une droite f, passant par Foriginc des axes; 
et rapportée à des coordonnées obliques x, y. Si.-c^oy^,) 
sont les coordonnées rectangulaires de l’extrémité de ^ , 
et si l’axe des ar(,) coïncide avec celui des a;, la partie 
de l’axe des abscisses comprise entre les ordonnées y 
et sera , en vertu de la propriété du triangle rec- 
tangle , ' 



— X =y cos ( X , J ) , 
*(0 =■* +E cos (x,y^; 


mais les trois droites X(,) , y^,-) et p formant un triangle 
rectangle, on aura encore 

x;o = P cos ( P , X ) ; 

galant dbnc ces valeurs, et faisant attention que 


1 




76 Proposition» 

x = it ff f , on aura ' >. 

cos ( (( , X ) = k + 4 cos ( X , J ) ; 

on trouverait de mâme que 

c«s ( f I J ) = I® + * cos ( X , J ). 

Puis , si de l’extrémité de x on abaisse une perpendi- 
culaire sur la droite p , cette droite sera évidemment 
composée des deux parties x cos ( p , x ) , y cos ( p , ^ ; 
de sorte qu’on aura 

P = X cos ( P , x) cos ( P , y ) ; 
partant . • . 

i = «cos (p, x)-l-,acos.(p,jr); (m) 

et comme le triangle obliquangle foy donne 

P* = x'+y + axy cos (x,^), 

il est clair que l’on aura encore cette relation 

> 

t = «• + + a «/3 cos ( X , J ) ; (n) 

or, celle-ci devant être identique avec la précédente, 
il s’ensuit que leur comparaison fournit un nouveau 
moyen d’obtenir les valeurs de cos ( p , x ) et cos 

Cn y)- 

Concluons de là , que si l’équation d’uoe autre droite, 
passant par l’origine , est 
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On aura entre les coefliciens «' , les mêmes relations 
qu’entre « , /3. 

Voyons maintenant quelle est l’expression du cosinus 
de l’angle formé par les deux droites p , p'. Si l’on _ / 

désigne par x y les coordonnées de l’extrémité de p 
et par x' y' celles de l’extrémité de p' , on aura pour 
le carré de la ligne qui joint ces deux points 


p»_j-p/» — 2 pp' cos(p, p')= (* — ar')’ + Cr— /')* 

4- 2 («— x') (y—yO cos (x, ; 

K 

développant le second membre , ensuite substituant pour 
X , y , x' , y\ leurs valeurs respectives «p , ^p , «'p', ^'p' 
et réduisant à l’aide de la relation ( n ) et de son 
analogue en <e' , ,3' , on obtiendra 

cos (p, p' ) = ««' + ,8/3' 4- («/3' 4- «',8) cos ( X , y ) , 

♦ 

«t par suite 

cos (p, p') = « cos ( p', X ) 4" cos (p% j) 

‘6^ -=«t'cos(p , x) 4- /3'cos (p, jr). 

* Nous pouvons vérifier celte expression , car elle doit 

coïncider avec celle du n°. 38 , lorsque les axes sont 
rectangulaires. En effet, il résulte de cette hypothèse, 
que 

â 

~=tang (p,x)=o; — = tang (p', x) = a' ; 

« » 

^ et que 

Cf> *) ; cos (p'jj) =ssiu (p', x);. 


1* *» 





I 



Oigitév- ty Google 
- c i. 


^ Propositions 

ainsi l’expression dont il s’agit devient 




cos (f , f') = ( t + flû' ) « cos ( f', x) 
s= ( 1 + aa' ) «' cos ( f , x). 


Dans la même circonstance les valeurs ci -dessus de 
cos ( f , x) et cos ( p' , x") se réduisent et sont respecti- 
vement «, ; donc à cause de . 

f os ( P , x)= • * ■ . — , on a , comme au 

V I >4-tang’ (p , x) 

O*, cité, 


cos ( P , p' ) = 


I + aa' 


\/i -\-a' i 


Complétons cette tliéorie , et dans cette vue cher- 
chons la relation qui doit exister entre les coefficiens 
des équations de deux droites perpendiculaires entre 
elles. Pour cet effet , si nous faisons attention que la 
longueur de la ligne p est la disUnce de l’ërigine à la 
droite perpendiculaire à cette ligne et passant par son 
extrémité , nous devons en conclure que l’équation de 
cette perpendiculaire ■ est 

• • p — xcos (p, *) cos Cp,^). 

Si donc , pour abréger , l’on fait] 

cos (p , w ) = yf , cos ( P , ^ = B , 


la relation (mi) sera ■ 

■ ■ • ■ ,\ 
- 1 — S fi — • 1 • 


telle est celle qui doit régner entre k f fit A ^ B pour 
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que les droites données par les équations aux coordonnées 
obliques 

y =r X, 'Ax-^~By = f 

soient perpendiculaires l’une à l’autre. On a aussi 

^ = « + cos (a:, j) , B = /ï + « cos ( x j 

d’où l’on voit que quand cos (^x,y') —o, ces valeurs 
satisfont à l’équation de condition du n°. 35. 

Tran^ormation *des coordonnées. , 

4o. C’est sur-tout pour pouvoir dkeuter plus aisément 
les équations des courbes en les ramenant à une forme 
plus simple , ■ sans cependant leur ôter rien de leur gé- 
néralité , que l’on fait usage de la transformation des 
axes. Si l’on veut seulement changer l’origine , en laissant 
les nouvelles coordonnées parallèles aux primitives , on 
fera dans l’équation d’une ligne ’ 

x = t + a, y = u + /i (i) , 

« 

« et ^ étant les coordonnées de la nouvelle origme , et 
t f U les nouvelles variables comptées de ce point. 

Si au contraire on ne veut changer que la direction 
des axes , on emploiera les formules 

X = mt pu , y — nt -j- çu. ( 2 ) 

Les quantités m , n, p., ^ , ont entre elles une certaine 
relation ( n*. xaS L. C qui fait qu’elles ne peuvent 
âtre prbes toutes les quatre à volonté. Par exemple,. si 


t 



k / 


8o . Propositions 

les coordonnées des deux systèmes sont rectangulaires j 
on a 

/n’ -i- 7i> = I , P’ -f 9’ = I 

mp nq =. O , -j- = i 

et de là 

x — mt — nu , y =znt mu 
ou 

X ■= t cos (<, x) — usin 
=: < sin ( I , Æ ) -f- U cos ( < , .T ) 

et réciproquement 

/ = a: cos ( < , a: J + J sin ( ^ , a: ) 

U y cos {t,x) — a; sin ( i , a: ) ; 

d’où l’on voit qu’en faisant dans ces dernières formules 
/ = o, « = O , on aura les équations des nouveaux 
axes U et t. 

Si les axes primitifs étaient droits , et que les axes 
du second système fussent obliques , on aurait 

X •= t cos ( f , a: ) + “ f n* 

^ / sin ( < , X ) + w sin ( a , ac ) J 

Pour'ohanger à la fois l’origine et la direction des axes, 
il faut donc employer en général les valeurs 

X — mt pu <e , y = nt qu fi. ( 5 ) 

On passe d’un système de coordonnées obliques à un 
système de- coordonnées rectangulaires , l’origine restant 
d’ailleurs la même , à -l’aide des formules 

a; sin ( U , a: ) — y cos ( u , x ) 

' ■ sin (t/,x — ^ J ■^ ) 



f 


Digitized by Coogle 



» E G É O M É T B I E, 


y ros (< , ,T ) — .T sin ( / , a; ) , 

siii («,x — 1 1 x) * 

•U pour simplifier la notation, 

X sin q — y cos p y cos p — x sin q 

t : — — J Z/ r=: — . ' . — i (6) 

sm(ÿ— p) sm(y— p) 

celles-ci dérivent essentiellement des équations ( 4 J 
résolues par rapport à f et à ». 

On fait encore un fréquent usage des coordonnées 
polaires; et l’on sait, à cet égard, qu’en nommant r 
le rayon vecteur , on a 

X z= r cos ^ , jy = r sin , ( 7 ) 

étant l’angle que ce rayon fait avec l’axe des x. Donc 
réciproquement l’on parsdendra à une équation entre » 

et r en substituant dans celle d’une courbe. ^ 

. X 

pour sin ^ J et — pour cos 
X' +y^ 

Des différentes /ormes que prennent les équations des 
courbes du second degré , eu égard aux axes des 
coordonnées auxquels ces lignes peuvent être rapportées^ 

4i- L’équation générale du ceicle aux coordonnées 
Rectangles est 

( J" — )’ 4- ( ^ 

et tX fi étant les coordonnées du centre , et r le rayon^ 

(i ' 


•'1 


\ 
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Lorsque l’origine est rapportée à l’exlrémilé du diamètre ^ 
l’équation du cercle devient 

y' — 2 . r x'— x ' , 

et quand l’origine est au rentre , on a simplement 
/ + x* = r*. 

11 est facile de s’assurer que l’équation la plus générale 
du cercle aux coordonnées obliques est 

+ (x — «)*+2 (x— -a) cos (x,_y ) = r* 

ainsi les trois équations précédentes ne sont que des 
cas particuliers de cette dernière. 

42 - L’équation générale des courbes du second degré 
est représentée par 

Ay^-\-Bxy-\-Cx' -]r Dy -^-Exx^F^ (i) 

l’origine des coordonnées rectangles étant située d’une 
manière quelconque sur le plan de la courbe. Pour 
.reconnaître l’espèce de courbe à laquelle cette équation ■■ 
se rapporte , dans le cas où les coelHciens A, B , C, etc. 
acquièrent des valeurs particulières , il suffit d’avoir 
égard aux trois premiers ( n'*. lao et ia8 L. C. ). 
Par exemple , l’équation proposée , lorsqu’elle ne peut 
être décomposée en deux facteurs linéaires , est à l’ellipse , 
à la parabole ou à l’hyperbole , selon que ^ AC esi 
plus grand , égal ou plus petit que B‘. Mais par le 
moyen de la transformation des axes , il est possible <. 
de simplifier beaucoup cette équation générale. £n effet, 
on la ramène à la forme 

A't^ -h 5 'h* = F' (a) 
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iWrsqiiè roriginC des coordonnées est transportée au 
iceiUre de la courbe -, et cela en y faisant d’abord. . . 
■X ■=x' pour faire disparaître les termes 
àffectés de la première pui.ssance de x' et de y' , «t 
ensuite en posant x' = mt — nu, y' z=nt mu pouf 
■♦ler le prodail ut. 

■On bien elle devient par des substitutions inverses 
A't^ 4- C'u' — E'ùz=o ; (.3) 

te qui placé évidemment l’origine des axes sur un point* 
de la courbe. 

f 

L'équation (a) qui appartient seulement à l’ellipse ou 
à l’byperbole , selon que A' et B' sont ou ne sont 
pas affectés du même signe , devient 

y^=— (a*—*’) 

t)U 

- h* 

y'=— (**—«*) 

« et A désignant les demi-axes de ces courbés. 

Dans la même hypothèse, l’équation (3) qui comprenii 
les trois coùrbes du second degré , se change , pour 
l’ellipse, en 

b* 

= — ( a O* — ** ) 

fct pour l’hyperbole , en. ; 


ou bien 


*4“ 
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^'ous accentuerons les lettres a et 6 , quand il s'agira 

des équations relatives aux diamètres conjugués. 

L’équation de cette dernière courhe prend une forme 
très-simple , quand les asjmiptoies sont prises pour les 
axes mêmes des coordonnées. En effet , on a dans ce cas 

x'f = M , 

et l’on voit par là que pour que y' fût nulle , U 
faudrait que x' fût infinie. Ainsi les branches de l’hy- 
perbole s’approchent sans cesse des asymptotes ; mais 
elles ne les atteignent jamais. 

Enfin , l’équation de la parabole, qui répond au cas 
eu C = O dans l’équation ( 3 ) , est 

y- z=px 

I 

P étant le paramètre. 

Méthode générale pour mener des tangentes aux courbes^ 

43. Parmi les diverses méthodes analytiques que l’on 
peut choisir pour résoudre le problème des tangentes, 
la suivante , qui a beaucoup d’analogie avec celle que 
M. Lacroix a exposée , est assez remarquable par sa 
simplicité. 

[ Fig. 29. ] Soient « , /S les coordonnées positives du 
point Jlf. L’équation de la droite iherchée sera 

y — A {x — «e ). (1) 

1 

Pour rapporter les points de la courbe NN' a des 
coordonnées polaires , et placer en même tems en iV 
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l’origine de ces coordonnées, on fera (n®. ) 

À 

X ■= x' r cos tp , y = _y' -J- r sin ç 

ou pour- abréger 

x = x'-i-iT>, yzzzy + rg 

X' ct_y', désignant les coordonnées du point N commun 
à la courbe et à la sécante NN'. 

Ces valeurs étant substituées dans l’équation 

jr' = mx + n** (2) 

des courbes du second ordre , on aura 

iy -hrçy =m (^x' -+rj}) +n (_x' + rpy. . 

Si on développait cette équation, et qu’on ordonnSt 
par rapport à r, il est évident que l’on obtiendrait un 
résultat de la forme suivante 


<< . Mr^ + Br -y C z=z Of 
lequel se réduirait à 

Mr -{• B — O , 


puisque C, qui est indépendant de r , a pour valeur 
y* — mx'—nx'* , comme il résulte du développement 
effectif de l’équatibn ci-dessus , et que cette valeur est 
nulle en vertu de la relallott (2). Ainsi, en supposant 
que la partie NN' — r de la droite iUA" s'anéantisse , 
cette droite sera tangente à la courbe , et résoudra la. 
question | ^^nc alors ^ 
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SS: 


Telle est l’équation qui exprime la conditron <h* 
contact. On peut donc , dans le développement doué 
ij s’agit , n’avoic égard qu’aux termes multipliés par la pce— - 
mière puissance de r;. ainsi l’on a 


d’où 


B — » y'q, — mp — 2 npx' = o ^ 
q m--l- 2 nx' 

P ~ ~ 3.y' 


par conséquent l’équation (i) de la tangente devient) 
2 nxf + m 


y-r^ = 


2. J' 


(ar-.) 


(T) 


Si le point M était donné sur la courbe même , oti) 
aurait » — x' et /S =y' , et pour lors l’équation précédente- 
deviendrait , en ajoutant mx'—mx' dans le second membre ^ 


2 jj' = x' (2n* + OT)-l- mx. 

44* Soit pour exemple la parabole [ Fig. 3o ] . dbtjt 
l'équation est y'^=.px' ; on a dans ce cas ,m — p et, 
n =: O ; ainsi l’équation de la tangente à cette courbe- 
devient , en vertu de la dernière formule ci-desius » 

— P (*' + «)- 


Lorsque l’on assujétit cette droite à passer par un pointt 
‘extérieur à la courbe et dont les coordonnées positives, 
sont « et )3 , il est évident que l’on a , 

2 = /» ( a,-' -I- « ) ; ; 

mais si le point par lequel doit passer la tangente 
TM était situé dans l’angle YAT , l’abscisse « serait: 
seule- négative , et l’on aurait conséqueiameut ' 
a — /> ( a:' — « ). 
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45. Une analyse absolument semblable à celle Ju 
n*. 43 ) et appliquée à l’équation 

y* — m'x'* + «' 

commune à l’ellipse et à l’hyperbole , en prenant leurs 
centres pour origine des coordonnées , conduirait à l’équa- 
tion de la tangente rapportée à la même origine ; aussi 
trouverait-on pour cette équation 1 

m’x* 

= — ^ (* — «); 

mais lorsque le point donné est celui de contact , on n 
az=x', fi ~y' 1 et pour lors ce résultat se changé en 
cet autre 

yy> = m’xx' -f n , 

après avoir ajouté du même côté n' — n' et réduit. 

46. Pour appliquer cette formule à des cas particu- 

b' 

liers , soit d’abord y* = — — (a* — *'• ) , alors on a 

* 

m' = — , n' — 4 ’, et la substitution de ces valeurs 

donne 

• a'yy -4- b‘xx' = o'4*. ^ 

Lorsqu’il s’agit du cercle , on a 4 = a' ou m' 1 ; 
ainsi l’équation de la^ tangente devient 

yy' + ■**' = O-'- 

On trouve aussi , ^ans la même hypothèse , que = — — 

• J 

• * 

devient A ~ — — T, \ >■ > 
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Dans rps équatlons'iJ faudrait, comme prccédcnïmciit , 
changer a; en « et en /S , si « , /8 désignaient les coor-* 
«lonnées d’un point particulier par lequel dût passer la 
tangente ; ce qui est de toute évidence. 

47. Il est très-important de remarquer que. l’on par- 
viendrait encore à des résultats semblables , quand même 
l’axe des coordonnées , mené tonjouis tangcnlielleineut 
à la courbe proposée ou parallèlement à l’un de scs di.:- 
metres conjugués ne ferait pas un angle droit avec Taxe 
des abscisses ou l’autre diamètre. La raison est que les 
propriétés des cgiirbes du second ordre sont les même.s 
par rapport à leurs diamètres que par rapport à leurs 
axes ; mais dans ce cas le coefficient de .t , dans l’équa- 
tion générale de la tangente , ne doit plus être j considéré 
comme une tangente Irigonométrique ( 11°. 3 o- ) ; c’est 
au contraire une droite menée parallèlement à l’axe des 
coordonnées par l’extrémité d’une abscisse constante prise 
pour unité , et terminée à la tangente à la courbe. 

Voilà les préliminaires aveç' lesquels il est important 
de SC familiariser , pour pouvoir comprendre les solu- 
tions ou les démonstrations des propositions qui vont 
suivre. Je ne m’arrêterai point à rappeler le grand nombre 
des propriétés dont jouissctjl les lignes du second ordre , 
parce que le Traité d’application de l'algibre à la géo- 
Tnètrie ^ par Lacroix; V Kssai de géométrie analytique ^ de» 
Diot ; l’ouvrage de Garnier , sur la même matière’, etc., 
ne laissent rien à desirer sur ce 'sujet. 
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CHAPITRE III. 

Des Problèmes déterminés ^ et de quelques 
Théorèmes de géométrie. 


’48. Lorsque toutes les conditions d’un problüme sont 
exprimées par des équations , les inconnues se trouvent 
nécessairement liées entre elles par les relations qn,’ellcs 
ont avec les quantités données. Alors s’il existe autant 
d’équations distinctes qu’il y a de quantités à découvrir, 
le problème n’est susceptible que d’un nombre limité 
de solutions , et en pareil cas il est dit déterminé. Telles 
sont les questions suivantes. 

Problème. ‘ , 

Trouver la relation qui existe entre la droite menée du 
sommet d’un triangle rectiligne sur le milieu de sa base 
et les trois côtés de ce triangle. 

[Fig. 3i.] Soit 

ABz^c, AMzxzc', BM=c", ' ' •> 

AP — x, PMz=y, MEzXzz. 

Les triangles rectangles APM , B PM fourniront' res- 
pectivement les équations 

= c'> — — (c — »)’, 

P 


I 
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par le moyen desquelles on dLtient 


c» -I- c'* — c** 
x= ■; 


r = 

et par suite 


2 -f- 2 “4* 2 


iip= 


4 c’ 

c* + c*’ — c' 

2 C 


Lorsque c" c' ^ AP est le plus petit segment , et 
l’on a 


PEz=zAE—AP = 


c** — . 


2 C 


or , à cause de EM' = PM + PE , on a en em- 
ployant les expressions algébriques 

2C’c'*-|-2C’C^“-4-2C' V®’— 

■ - ■ I I I ■ ■ J 

4c- . 

chassant le dénominateur et réduisant , il vient pour la 
relation cherchée 


ou bien 


4 •?* = 2 P- -j- 2 c'^- — c* , 
2 *• -j- 2 a- = a'- -f- a"* , 


en changeant c en a. a, c' en a' et c" en a" . 

Cette proposition , qui est la quatonième du troisième 
livre de la Géométrie de Legendre, pourrait être sans do«te 
résolue plus brièvement , en partant , comme l’a fait ce 
sàvant géomètre , de la propriété du triangle obliquangle; 
mais j’ai préféré , dans cette circonstance , remonter à 
St ■ 
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ÎA propriété fondamentale du triangle rectangle , afin de 
faire directement usage des coordonnées rectangulaires. 

Problème. 

;^ç). Etant données les trois lignes qvi partent des angles 
d'un triangle rectiligne , et qui se terminent au milieu 
des côtés opposés , trouver l'expression analytique de 
ces côtés. 

I^^Tig. Sa. ] Soit 

ABz=3,C, AC— 2 , c'y BC—^c'' 

V CD= dy BF= d'y AEz= d". 


On aura par le problème. précédent les trois éfjuations 


• 

4c> 

-fa 4 = 2 d"' -fa a c''* 



4 c’ 

-fa 4 c** = a d" -fa a c'* 

. ^ - 


4 c" 

-fa 4 — 2 d' -fa a c* 


bien 

2 C' 

+ a c" = d"* -fa c"> 

. . .'l 

«s 

a c* 

-fa a t*>=d'* -fac'* i 



a c'“ 

rj- a c''*=d* -fa * 



soustrayant la seconde de la première , puis la . troisième 
de la première , puis la troisième de la seconde , et ré- 
duisant y on obtiendra ces trois autres équations , 

3 c'* — 3 c*’ = — d'-\ 

3c> — . 3 c«* = > iB) 

' 3 c> — 3 c'* = d'* — d* )' ' 

Comme l’une de celles-ci est une fonction des deux 

t 

ijulres , il, n’existe réellement que deux équations entre 
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les inconnues c, c', c" ; mais il n’en est pas de mcmfr 
lorsque l’on joint à ces dernières l’une des équations (yf). 
En prenant , par exemple , la troisième divisée par deux , 
on a ‘ 


c'* + 


c’ + d* 


T 


Et en divisant par 3 la première des équations (15) , il 
vient 

d"^ — d'‘ 

3 ^ 




celle-ci étant combinée avec l’équation précédente, on a 

3 c’ + 3 ri* — 2 d" -f- 2 d"' 


c” = 


r»> — 


3 c' + 3 <5* — 2 d''^ -f- 2 d^' 


Maintenant si on substitue ces valeurs dans la troisième-' 
équation (11), on obtiendra, après les réductions nécessaires, 

« 

\ 9 c’ == 2 d'* -f- 2 d"' — d“; 

et l’on voit d’abord que l’on a pareillement 

9 c'“ =z 2 d“ 2 <1** — 

' g c*" = 2 d’ 2 d'* — d"*. 

Telles sont les équations desquelles on peut tirer les 
valeurs des cotés du triangle , soit par le calcul , soit 
par une construction géométrique (n°. 68. L. C. '). 
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Théorème. 


5o. Si des sommets des angles d'un triangle rectiligne 
quelconque^ on abaisse des perpendiculaires sur les côtés 
opposés , ces perpendiculaires se couperont toutes trois 
, en lut seul et même point. 

[Fig. 33. J Soit 

JP=e, PM = g, AP’ = »' 

PP = a.' — ». 


on aura 


Première démonstration, i®. L’éqnatinn de la droite 
AM , passant par l’origine des coordonnées rectangles , 


a 

étant y = X , celle de la droite PM" qui lui est 

• » 

perpendiculaire, et qui est assujétie à passer par P, sera 
( n“*. 3a et 35 ), 


jr=z _ ( X — «' ) 


0 ) 


a®. La droite PM faisant avec l’axe des abscisses un 

■ /S , 


angle dont la tangente trigonométrique est — 

la ligne AM' , qui est perpendiculaire à cette même 
droite , aura pour équation ‘ 




(O 


Cela posé, si l’on attribue aux variables x , la même 
valeur dans les équations (i) et (a) , elles représenteront 
les coordonnées du point m d’intersection des droites AM' y 
P M"; ainsi par le procédé ordinaire d'élimination l’en 
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trouvera que T=a. L’abscisse du point tn étant égale à 
du point ilf , il s’ensuit que les trois perpendiculaires PM ^ 
AM' , jP M" se coupent au seul et même point m \ it 
en serait de même si ces perpendiculaires se coupaient au>' 
dehors du triangle proposé. 

Voici une démonstration géométrique de ce théorêmè. 
Seconde démonstration. En supposant , comme ci-des- 
sus, que les droites BP, CQ, [Fig. 34^ » soient respecti- 
vement perpendiculaires aux côtés AC, AB, il s’agit de 
démontrer que AM est en même teins perpendiculaire 
à BC. Or les triangles rectangles APB, AQC ayant l’anglè 
commun BAC , sont nécessairement semblables ; p.ir 
conséquent AE—AL , PE=PR , RQ—LQ. 

Il résulte de là, et de ce que les triangles QAL , QAR 
sont rectangles , que les angles LAB, B AD sont égaux. 
D’ailleurs l’égalité des angles EAC , CAD entraînant celle 
des arcs CE, CD , il s’ensuit que les angles DAC , CBE 
sont aussi égaux. De plus les angles ARP , BRM sont 
opposés par le sommet; donc' les triangles BMR 
sont équiangles. Mais l’augle RPA est droit ; donc l’angle 
BMR l'est aussi; ce qu’il fallait démontrer. 

Théorème. 

5i. Si on mène à volonté une parallèle à ta base d'un trian- 
gle, et que par les points où cette parallèle coupe les dei/.c 
autres côtés , on tire des droites aux sommets des angles 
opposés , elles se couperont toujours sur un point de la 
droite qui joint le milieu de la base et le sotnmet </«’ 
J triangle. 

[Fig. 35.-] Soit 

Ap z=z a , Ap’ =•'» AP' 


\ 
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pm=z fi, p'm' — fi, P'M' =y', 

It j 1P= a ; 

on aura alors 

pPz=za — «, AB-=-^, p'P = a — ti'. 


En vertu de la notatio|^ actuelle , l'équation de la droite 
A^P est , 

y=~x (i) 


Celle de la droite PM' 


Celle de la droite Pm 


r = •“ ~ — r (*— û) (2) 


y — ^ (*— «) ( 3 ) 

a-—» , 


Et celle de la droite Am' 

/■ 1 fi 

y =—-x. 


( 4 ) 


Pour obtenir les coordonnées du point M' , on combi- 
nera entre elles les équations (i) et ( 2 ) , dans lesquelles 
on changera x en x' ely en y' ; ce qui donnera , 


X' t= 


Une 


a + •« 


, y' = 


afi 




et par suite 


BP' = AP' — AB=z . -h. 

a(« — «'-J-fl) 

D’un autre côté la droite BM' étant assujétie à passer 
par le point B , milieu de AP , . et à faire avec celle-ci 
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PM' 

un angle dont la tangente est — j son équation sers 
2^ 


y = 


U — a 


(x-ia) 


( 5 ) 


J’obsffve maintenant que pour que les droites pro- 
posées ne forment qu’une seule et même intersection^ il 
faut qu’en ce point elles aient les mêmes coordonnées; 
le moyen de vérifier celte circonstance est donc de com— 
, biner deux à deux les équations des droites Pm , Am\ 
BM'. On trouve en effet que (3) et (4) donnent en 
même tems que (4) et (5) , 

a»' • as 

X ■ — . Y — ' ' ' » 

«' — «-f-n -«e-p-a 

J 

Donc les trois droites Pm , Am ' , BM' sont douées 
de la propriété énoncée ci-dessus (i). 

I^a ^proposition que l’on vient de démontrer donne lieu 
naturellement à la suivante : 

Si on divise en un même nombre de parties égales 
deux côtés d’un triangle , et que par les points de divi- 
sion on tire des droites aux angles opposés, celles qui 
se correspondent se couperont en des points qui seront 


(i) Les coordonnées du point m'I d'intersection des droites Am', 
Pm étant connues, on pourra prouver encore la proposition dont il 
•'agit, en chercliant Téquation de la droite qui passe'p;ir les }>oint$ 
m * • alors en faisant dans celte équation jr — o , on aura pour 

a 

rabscisse correspondante y X = — . Donc la droite M’m^' pasiM 
^ aussi par le milieu de AP* . 
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sitais sur la droite passant par le milieu de la base 
et par le sommet de l’angle opposé. (Voyez la figure 36 . ) 
On démontrerait aussi aisément que les perpendicu- 
laires élevées de tous ces points de divisiuif sur les côtés 
auxquels ils appartiennent, se coupent de deux en deux, 
en des points qui sont situés sur une certaine droite pas~ 
sant de même par le sommet du triangle: 

Problème. 


5 i. Connaissant les rayons des cercles inscrits et circons- 
crits à un triangle , ainsi que sa hauteur, déterminer ce 
triangle. 

l 

Soient x,y ,s , les trois côtés inconnusidu triangle; h 
sa hauteur donnée ; p la moitié de son périmètre ; r et ü 
les rayons des cercles inscrits et circonscrits; çnfin s l’aire 
du triangle proposé. " 

On aura ces quatre équations, (n". io 3 et 104. X. C.) 


^ ^ s ^ ^ X -hy -J- s: 

(3) s=-^ , (4) 




desquelles «n déduira facilement l’expression de la basé 
*, par la méthode d’élimination suivante. 

Si on introduit dans, les équations (1), (s), (4) , au 
lieu de s sa valeur donnée par l’équation ( 3 ) , on aura 


(i') 3 hR=ye, 


M T— = 77='’' 
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« _ ^ 

... / xh/xh \ fxh \ /xh \ 

( 4 ') V=K rr(rr-*)(rr-^)(rr“ 0 - 

Élevant cette dernière au carre , il viendra , après avoir 
divisé tout par x'h et chassé les dénominateurs , 

♦ 

4 HA = ( — 2 r) ( *A — 2 _jt) ( xA — 2 rr ) ; 

développant le second membre , remplaçant yz par sa 
valeur (i') et divisant par A, on aura 


4H=*’ A’— - 2 x Ar ^x4-^'+.s)+4j^H (y-\-s) -f-8 Ar*ü — 1 6 Hiî ; 


substituant en outre pour (* -f-y ^ z) et (y z) leurs 
valeurs déduites de l'équation (2') et réduisant, on ob* 
tiendra une équation de laquelle on tirera 


■I. i 

4 



ar U hR — ^ 4 — H 

h — zr 


Passons maintenant à la construction de cette valeur. 

[Fig. 37.] On prendra, sur le diamètre AE du cercle 
circonscrit, la partie Ail = A— xr; et après avoir élevé 
à ce diamètre la perpendiculaire //Al , on décrira sur AK 
comme nouveau diamètre la demi-circonférence AH FK ; 
ensuite on mènera dû point K la corde KF = r; puis 
la droite indéfinie AFG ; et lorsqu’on aura pris AM — 
2r, on mènera MG parallèle à la corde FH. Par ce 
moyen, l'on aura AG = x, ainsi qu’il est aisé de le 
prouver. 

Il suit de là qu'en inscrivant dans le cercle ACB une 
corde AB = AG , sa parallèle PC menée à une distance 
BP A coupera la circonférence ACB en deux points 


* 
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Cf C' f qui pourront chacun être pris à volonté pour le 
sommet du triangle. 

M. Bossut, qui a résolu le même problêmeparuneméthode 
toute difierenle de la précédente , fait voir que si on prenait 
pour inconnue le segment AU formé par la hauteur CD 
du triangle ACB , oh aurait , pour la déterminer , à ré- 
soudre une équation du 4'- degré , ( Voyez son Applica- 
tion de l’alg. à la géom. ) ; ce qui vient à l’appui de 
la règle énoncée paï Newton dans son Arithmétique uni- 
verselle, pour parvenir à des équations qui soient les 
plus simples possibles ; règle dont M. Lacroix a d’ailleurs 
fait sentir l’esprit au n*. yg de son Traité élémen- 
taire déjà cité , et de laquelle je ne m’écarterai jamais 
dans ce Recueil. 

Je vais démontrer actuellemant deux théorèmes très- 
connus, concernant le quadrilatère inscrit; dans la vue, 
seulement , de tirer quelques conséquences de la théorie 
que ce géomètre a exposée depub le n*. gg jusqu’au, 
n®. io6 du même ouvrage. 

Théorème. 

53. Dans tout quadrilatère inscrit , le rectangle des dia- 
gonales est égal à la somme det rectangles des côtés 
opposés. 

[Fig. i8.] Soient a, b, c, d les côtés consécutifs AB, 
BC , CD, AD du quadrilatère inscrit ABCD ; x, y les 
diagonales AC, BD-, et représentons par m, n, p, les 
parties AE, EC , BE de ces diagonales. 

Puisque les quatre points A, B , C , D sont sur une 
même circonférence, les cordes AC, BD sont coupées 
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en parties réciproquement proportionnelles (n*. roG. Li 
C) ; ainsi AE x EC DE x BE, ou d’aprè* les dé- 
signations ci-dessus , 

mn-=DEy,py d’où DE = -^^^ 

Le cosinus de l’angle aigu BEC étant désigné par I, celui 
de son supplément AEB le sera par — I , et en vertu 
de la propriété du triangle obliquangle , on aura 

a= v^(m* -|-p’ + a 7 n;>< ) 

izs \/( w’ 4* P' — 3 npJ ) 

.. . • 
c~ — \/(w>’ + P* -f- amp« ) 

P 

J= — v'C n» -»-p’ — 3 np« )• ' 

P 

Multipliant la première équation par la troisième , et la 
seconde par la quauième , on parviendra à ces deux pro- 
duits 

oc =3 ( m* 4* P* ”è- 3 mpt ) 

P 

_ - 77 Ï 

bd = ( n* + P* — a npl ) ; 

lesquels étant ajoutés ensemble, donneront, après les opé- 
rations convenables , 


004-6J— (m-f-n) ^p4- 


mn 


Mail d’une part /n 4* p = 3 ; et de l’autre p 4 — ~ = 


I 
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1 . 

donc ac bd =. xy -, 

résultat qui s’accorde avec l’énoncé du théorème. 


lO* 


Théobême. 

54 . Dont tout quadrilatère inscrit^ les diagonales sont entre 
elles comme les sommes des rectangles des côtés qui abou- 
tissent à leurs extrémités. 

Nous appuierons notre démonstration sur ce seul prin- 
cipe , savoir : que le rayon du cercle circonscrit à un 
triangle est égal au produit des trois côtés divisé par le 
quadruple de l’aire de ce triangle (n“. io3. X. C.). Cela 
posé si on désigne par R le rayon du cercle circonscrit 
au quadrilatère ABCD [Fig. 18 ] , et par s , s', s», s"> les 
aires respectives des triangles ABC, AUC, BCD, BDA^ 
et que l’on adopte d’ailleurs la notation du n“. précédent, 
on aura ces quatre équations 

abx 


Rz= 
R = 


4 J 
bcY 
”4 s"' 


(0, 

4 s' 

( 2 ) 

(3), 

R= 

4 s"' 

(4). 


La première étant combinée avec la seconde , il vient 

abs' 


cd 


(*> 


La troisième étant combinée avec la quatrième, on trouve 

bcsf" 


s" = 


ad 
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De plus, si aux deux membres de l’équation (a), on ajoute 
s' , on aura 


cd 


de même , si dans chaque membre de l’équation (i) , 
on ajoutes^, on aura 


jW — 


( 5c + aJ ) r'" 
ad 


Mais à cause de s-f- s' = s* •+- d" s= ABCD^ il s’ert— 
suit que 


eu bien 


(^ah câ) s' ( 5c -t- ad ) s'" 

cd ad 

5c -+- ad as' 

ab cd es'" 


Enfui les équations ( 2 ) et 
cette dernière devient 


( 4 ) 


donnant — 

y 



bc-\-ad X 

ab -t-cd y * 

résultat qui démontre la proposition actuelle. 

, Ce théorème et le précédent donnent suffisamment de 
relations pour trouver les diagonales d’un quadrilatère 
inscrit quand on connaît ses côtés. Je n’entreprendrai 
point la solution de ce problème , pour laquelle od 
peut d’ailleurs consulter la note V de la Géométrie 
de Legendre. On y verra que ce géomètre a démontré 
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outre , I”. que l’aire du quadrilatère inscrit a , pour 
expression , 

l/(/> — a) (p — A) (;?— c) (/» — d) , 

P étant la moitié du périmètre. 

2 ". Que l’angle ABC y que je désignerai seulement par 
B, est donné par la formule 


On aurait de même l’angle AJ)C par la formule 

or , cette expression n’étant que la précédente , prise eu 
sens Inverse , il faut en conclure ( n". 35 ) que les angles 
opposés d’un quadrilatère inscrit sont supplément l’un 
de l’autre. 

J’aurais trop à faire si je m’imposais la tâche de donner, 
dans cet Ouvrage , toutes les propriétés des quadrilatères 
connues ; mais je crois ne devoir pas encore passer sous 
silence celles qui suivent. 


Théorème. 


55. Si quatre cercles touchent chacun , intérieurement ou 
extérieurement , trois cétés d’un quadrilatère plan quel- 
conque , les centres. de_ces cercles seront toujours sur une 

mime circonférence. Fig. 38. ] 

> » » 

Cette proposition curieuse et nouyelle, est du genre do 
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celles pour la démonstration desi|U elles il est préférable 
d’employer la considération immédiate des angles. En effet , 

.si on suppose que les quatre cercles touchent extérieure- . 
ment les ctliés du quadrilatère, et qu’on ait mené des 
droites d’un centre à l’autre ; droites qui diviseront cha- 
cune en deux parties égales les angles supplémentaires 
de ce quadrilatère ; il suffira de prouver que le nouveau 
quadrilatère 00' O" O'" est inscriptibic au cercle, c’est-à- 
dire que la somme de deux de ses angles opposés est 
égale à deux angles droits. Or , on a 


l’angle OAD = iT , l’angle ODA : 


Il _ 


_D 

a 


par conséquent 

l’angle O = ■ 
Far la même raison 

•S 

l’angle O” = • 

* ; 

donc 

, O 4- = . 


A + D 


B-\-C 


A-\-B+C+D 
a » 


donc 


A 4 B 0 4 D 4^ 9 

040»= a\ 


Voilà ce qn’il fallait prouver. ’ 

On démontrerait , avec la mêrae facilite , cet autre 
théorème : , ' 

* Si les côtés d’un quadrilatère circonscrit touchent la cir- 
confirence aux sommets mêmes des angles d’un quadrUcH 
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i-hre inscrit , leurs diagonales se couperont toutes au même 
point. 

' Il ne serait pas difficile de s’assurer en outre que 
cette propriété se vérifie également pour l’ellipse. C’est 
ce que les jeunes lecteurs feront bien de démontrer eux- 
mêmes ; car ce serait nuire au développement de leurs 
facultés intellectuelles que d’insister trop sur le détail des 
calculs et l’application des méthodes. 

Théorème. 

56. Si deux quaârilathres ont des diagonales égales ^ 
et /disant entre elles le mime angle^ quelle que soit d ail- 
leurs la manière dont elles se coupent l'une et l'autre , 
ces quadrilatères seront équivalens. 

[ ï'ig- 39. J Soit , , 

= AMxxz, PM =yj 

KN< — ê', AM' = z', PM’ = y, 

- - } , 

et soit représenté par / le sinus de l’angle MAN. 

Les ordonnées PM ^ PM' sont respectivement le 
côté de l’angle droit des triangles rectangles APM^ 
*APM', cri même tems que AM\ AM' en sont les 
hypoténuses : ainsi d’après un théorème connu de trigo- 
nométrie , on a ~ 

- '■ 

Le quadrilatère MM' étant composé des deux triangles 
MNN'^, M'NN' , son .aire sera représentée par .. 

yê--i-yê-. 


io6 'Propositioms 

or , en substituant pour y t\. y leurs valeurs obtenues 

ci-dessus , il vient 




mais * -f-' *' =r J' ; donc aire M'NMN' s= 




fi 


Donc en quelque point que se coupent les diagonales 
M' M, JV' JV , pourvu qu’elles forment le même angle 
MAN , l’aire du quadrilatère sera constante. C’est ce 
que nous avons déjà reconnu , n°. aa , Prob. 111 . 

Problème. 

t 

57. Un angle aigu d'un triangle rectangle étant doniù^ 
trouver la position de l’fypotinuse , de manière que ce 
triangle soit équivalent à un carré donné. 

[Fig. 40.3 Soit 9* le carré donné , a la tangente de 
l’angle connu APD , et a l’inconnue AP, 

La droite DP devant être assujéiie à passer par un 
point P pris sur l’axe des abscisses AX^ son équation est 

^ = — a, (x — «). 

Or , en faisant x = o , on a pour l’ordonnée AD cor- 
respondante , y — a». 


L'aire du triangle ADP étant 


AD X AP 


il s’ensuit que y’ = , et que par conséquent 
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Si la valeur positive de « est représentée ptar AP, et sa 
valeur négative par Ap, les triangles A PD, ApD 
satisferont aux deux solutions du problème proposé. 

V 

Problème. 


58. Fig. 4i ■ ] P<tf «t* point M donné de position à » 
l’égard, d'un angle connu M'AN, tirer une droite MN, 
de manière que l'espace triangulaire AM'N soit équi- 
valent à un carré donné. 


Soient », ^ les coordonnées rectangles du point M-, A ' 
l’origine ; q* le carré donné a la tangente de l’angle 
M'AN; les inconnues P'M'=y et AN =»'. On aura 



L’équation de la. droite M' A, est 

y — ax. 


celle de la droite MN, censée.. assnjétie à passer par 
lé point IV, est ^ 



f 


Lorsque les coordonnées de ces droites seront com- 
munes , elles représenteront celles du point M’ de leur 


\ 
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intersection ; ainsi Ton aura 

a»'!i 

Mais l’aire du triangle A'MN est 



et si l’on substitue dans cette expression la valeur de 
y, on aura 


a»'‘$ 


eu bien 


a(«'— 


= 27’, 


a«'*/8 = a — a o« + a ( 1 ) 


Si on tirait de cette équation la valeur de «' on 
aurait un second point N de la ligne cherchée , et alors 
le probUme serait résolu ; mais comme la formule 
qu'^l faudrait construire ou calculer pour cet effet est 
un peu compliquée , il sera utile de la simplifier au 
moyen de la considéption suivante. 

Puisque pour tous points M' de la droite AM' on a 






dans ce cas la quantité n exprimera la partie A' P inter- 
ceptée entre la perpendiculaire PM et la ligne A'M 
menée parallèlement à AM'\ et si l’on désigne par J 


/ 
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l’intervallp. ’AA' y on aura AP, ou Ces 

valeurs de a et « étant substituées dans l'équation (i), 
on trouvera , lorsque les réductions qui se présentent 
d’abord seront eflectuées , 

«'*/8 = 2 + 2 g ' d , 

d’où l’on tire 



ou autrement pour la facilité de la construction 




Sur une ligne indéfinie PQ, élevez la perpendiculaire 
'AC = prenez CO= CM—ç; et après avoir tiré AM, 
menez-lui par le point O la parallèle ON, qui détermine 

O* 

CN pour la valeur de , comme cela est évident par la 

théorie des lignes proportionnelles. Soit maintenant 

=; m , la valeur de et' se changera en 


m+ Vi 777 2 d) TB. 


Or, comme la partie radicale exprime une moyenne pro- 
portionnelle, on prendra CQ — ^d, et sur J\(^ comme 
diamètre, on décrira une demi-circonférence NVQ; la 
corde NV sera, par l’effet de cette construction, égale ù 

,V^ (m + 2<^) m. Ainsi faisant PN — on aura 


I 


PCz= 




/ 


t 


/ 
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Quant à la seconde valeur de , il faut fairft 
attention qu’elle satisfait au cas où l’on voudrait mener 
la droite MN dans l’angle A' Am ; et il peut arriver en 
outre que d soit du cùtc des x positives , ou que fi soit 
négative ; toutes ces diverses circonstances du problème 
produisent , dans les constructions , des cliangemens ^ 
dont il est facile de se rendre raison. 

Nous observerons encore, pour dire ce qui est utile , 
que la solution précédente convient naturellement au 
problème où l’on se propose de mener par un point 
donné une ligne droite qui divbe une figure recti— ■ 
ligne quelconque en deux parties qui soient entre 
elles dans un rapport connu ; mais dorénavant , nous 
n’insisterons pas trop sur la manière de lire d|ps une 
formule algébrique toutes les conséquences et les cons- 
tructions qui en dérivent , afin de réserver quelque 
chose à l'intelligence des élèves. 

Voici un problème qui a beaucoup d’analogie avec 
le précédent , et dont la solution repose^ sur k consU 
dération des coordonnées obliques. 

P R O B L Ê M £. 

5g. [|Fig. 4*-] un point donné dans un angle 
connu MA'N, mener une droite , de manière que le produit 
des segmens A'M , AN soit égal à un carré q“. ^ 

Soient «, fi les coordonnées obliques A' A, AM' 
du point M' ; A' leur origine , et A'IS = x'. 

Si l’on considère que la droite M'N doit passer par le 
point Nf son équation sera généralement de la forme 


t 


r : 
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jr = 'A X — x' ) , A n’étant plus une tangente trigo- 
nométrique, mais le rapport de AM' à AN ( n°. 34) ; 

ainsi, pour le cas dont il s’agit , on a A=Z' ^ 
et l’équation de la droite M'N devient 

fi 


*—x' 


y— 




Comme A'M répond à * = o , on a 

t 

fix' 

y=—, = 

X — a 

s 

multipliant cette valeur par x' il viendra 


/ix'' 


= 9 % 


et de là 
x‘ 




valeur que l’on construira par la méthode du n*. pré- 
cédent. ^ 

, Problème. 

6o. [ ïlg. 42 - ] Vn cercle d’un rayon connu , et une 
ligne CB étant donnés de position par rapport à deux 
axes fixes , mener au cercle une tangente TM qui soit 
en même tems parallèle à CB. 

Soit r le rayon du cercle, a la tangente trigonomé-* 
trique de l’angle BCA, « la distance inconnue' AT, 
et X, y, les coordonnées du point de contact. 
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La ligne MT devant cire parallèle à BC , 1 angle MTA 
sera nécessairement égal à l’angle BCA; ainsi par le 

problème des tangentes (n*. 45), on a 

I- J ■ 

^r= -._r= =-, (0 

comme il est facile de s’en assurer. En effet, 


PM 


(^) 


PP — y ' 

puisque l’équation de la tangente TM esl(n». 46) 
py ux = r' -, 

or lorsque ,3=0, elle se réduit à 

' ■ ^ r* ^ 

ux — ■) d’où * = 

d’ailleurs l’équation du cercle donne 

x' = 

donc 

y — y r' — X\ 

ou bien éliminant a: par le moyen de sa valeur prece- 
dente , ^ 

J = — — r* i 

ainsi, subsütuant pour x et y l<-«rs valeurs dans l’équa- 
tion (a), l’on obtient l’équation (.); et cette dernière étant 
résolue par rapport à «, donne, pour la solution cherchée, 

r y' a’' 1 


' \ . 
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bu autrement en désignant l’unité par m, afin de rendre 
les ternies homogènes (n°. 68 , L. C.)^ 

r l/fl’ -|- TO’ 

« = 

a 

Potir construire cette tjuantitéÿ on abaissera du point 
A sur la droite BC la perpendiculaire AB, et l'on mè-> 
tiera par l’extrémité M du rayon AM la tangente MT 
qui jouira de la propriété énoncée. En effet, CB étant 
prise pour m, et l’angle ABC étant droit par construo> 
tion, la ligne AB représentera la tangente de l’angle 
B CA. De plus, à cause des parallèles CB, MT, on 
aura cette proportion AB AM’.lCAl AT, ou en termes 
algébriques. 



a 


11 ne faut pas croire que cette solution soit particu- 
lière au problème proposé ; car si la courbe donnée était - 
une parabole, par exemple (toutes choses égales d’ail- 
leurs ) , et que l’on voulût trouver les valeurs des coor.» 
données du point de contact , on combinerait de mêmb 
l’équation — px' de cette courbe avec celle-ci 



qui exprime (n”. 44) tangente trigonométriqùe de l’angltt 
formé par la tangente à la courbe et l’axe des abscisses 
et l’on aurait 


ii4 Propositions 

ainsi l’abscisse serait à l’ordonnée correspondante , comme 

le rayon des tables est au double de la tangente donnée. 

Problème. 


6i. Mener une tangente commune à deux cercles donnés 
de grandeur et de position, [ Fig. 43. ] 


Soit AA' = S', r le rayon du cercle AM^ H le rayon 
du cercle A'M’, » la distance inconnue AT, et a la ^ 
tangente trigonométrique de l’angle MTA. 

Il résulte du problème précédent , et de ce que 
•M' T doit toucher les deux cercles donnés , que pour le 
cercle AM 


r 



et que pour le cercle A'M’, 

_ r' 

Egalant ces deux valeurs, et faisant disparaître les radir- 
eaux, il vient 

r* r'* 

— r* “ -r'* ■ 

Chassant les dénominateurs, on trouve, après la réduc- 
tion , ’ 

r> («-f-d*)* 

Extrayant la racine carrée des deux membres, on a 
^ «r -b* dr = ± «r' , 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTEIE. 


el enGn , 


ce qui indique, à cause du signe' ambigu ±, que par deux 
points diHerens on peut mener une tangente commune 
à deux cercles. D'un autre côté puisque la valeur de a est 
alTectéc d'un radical du second degré , il est clair qu'il 
est possible de mener, par un même point, deux tangentes 
à un cercle ; donc le problème est susceptible de quatre 
solutions (i). 

Nous avons fait dépendre le problème actuel de celui 
qui précède ; mais l’un et l’autre ne sont que des cas 
particuliers d’une question plus étendue, traitée dans 
V Application de l’algèbre à la géométrie de Lacroix, 
n”. 109. Comme il convient de s’attacher de préférence 


± r' — r 


lie 


(0 


(i) Pour faire voir, par un nouvel exemple, que remploi des 
x^oordonnées obliques simplifie souvent les calculs, nous résoudrons 
de rechef le présent problème! 


Ou sait ( u 9 . 108 L. C> ) que les rayons AM ^ menés aux 

|xnnts de contact il/, Mf de Ja tangente TM sont parallèles entre 
eux ; ainsi en vertu de cette propriété Inéquation aux coordoimces obliques 
A 2 [ ^ AT cette tangente est ( n®®. Sa et 3 ^ ) 


1'' r 

r-'^= 7 -(^+0> 


jnûaque d'ailleurs les coordonnées du point Ml sont — t et -j" 
«aut ici^ = o, on aura comme ci-dessus 


AT ou X = 



(>) 


tJnc solution analogue par les coordomsées rccUngulaircs serait bic^i 
tnoins simple , ainsi qu''cMi peut le vériûei*» ' 
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aux solutions t;cnt’rales, nous passerons à l’analyse Ja 

problème suivant. 

f 

Problème. 

62. Veux cercles étant donnés de grandeur et de posi- 
tion , mener une droite à travers , de manière que les 
parties interceptées soient égales entre elles ^ et à une 
ligne donnée m. 

[Fig- 44 - 3 Soient 

les rayons des cercles donnés 

Faisons en outre CC' = C'Ax=ti^ et désignons par 
a la tangente de l’angle CAB. 

Pour remplir le but que nous nous sommes proposé 
à la fin du n”. précédent, nous reprendrons l’expression 
de la tangente trigonométrique de l’angle A, obtenue 
dans le n“. 109 de l’ouvrage cité de Lacroix, et nous y 
ferons toutefois les changemens .que nécessite notre no- 
tation. Ainsi par rapport au cercle C-^ on a pour la valeur 
de la tangente CAB 

4 

V/4(* + d)‘ — 4'^+'»* * 

et par rapport au cercle C', cette même tangente a pour 
expression , 

V^4 — tn* 

a = ■ — . 

i^4 — 4 H-m’ • 

Fgalant ces deux valeurs délivrées de leurs radicaux» 
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divisant tout par 4 « et faisant pour abrège^ r' — 



, m» 

7^* == A'*, on aura 

4 

A* _ h" ' 

(«4- <^)> — A> — A" '* 

Chassant les dénominateurs, et réduisant, on trouve 

A'* ( <t -t- J'y = «’A>. 

Extrayant la racine carrée de part et -d’autre, on obtient, 

l 

(«A'4- JA') = rt«A, 


d’où l’on tire enfin 

JA' 

±h — h> 



Cette formule, considérée seulement par rapport au signe 
supérieur, peut se construire de la manière suivante : 

Sur les rayons CZJ, CB' des cercles donnés, décrivez 
des demi-circonférences ; par les points B, B', menez 
les cordes BD , B'D’ égales entre elles et à la moitié de 
la droite m donnée; et lirez les cordes CD, CD', qui 
seront les ■ grandeurs respectives de A et de A'. 

Menez ensuite CF parallèle à CD' ; prenez C h f 
et par les points ç,‘D', menez jusques en A la droite 
ç D'A ; le point A sera celui par lequel devra être menée 
la sécante propostie. 

Enfin sur C'A comme diamètre, décrivez une demi* 
circonférence. Portez CD' de C' en d, et tirez la droite 
indéfinie A d qui sera telle, que ses parties interceptées 
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dans Ws cercles , seront égales entre elles et à la ligne 

donnée m. 

Mais il est à propos de remarquer que puisque la 
valeur de « ci-dessus est composée de la même manière 
que dans le n“. précédent, il sera tout aussi simple de 
décrire respectivement des centres C, C' et avec des 
rayons h. A', des cercles concentriques à ceux CB, C'B', 
et ensuite de mener des tangentes communes à ces mêmes 
cercles; parce que ces droites seront en même tems les 
sécantes demandées. , 

Lorsque m = O , les quantités A et A' acquièrent res- 
pectivement les valeurs r et r*, et^ pour lors l’équation 
(i) devient 

ir* 

* = ' > 


laquelle rentre évidemment dans celles du n*. précédent^ 
i changeant r 
L’expre.ssion , 


en changeant r en r* et vice versâ. 


1/4 


a — ■ , 

V ^4 — 4 

sur laquelle la solution ci-dessus est fondée, prend un* 
nouvelle forme lorqne a~r'-, pour ce cas, qui répond 
à celui où il s’agit de mener par l’extrémité du diamètre 
d’un cercle connu une corde d’une grandeur donnée m, 
on a 

' 


d’où 


m 


y/a* -i- 
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De là il est facile de démontrer analytiquement le théo- 
rème suivant , considéré dans un de ses cas particuliers. 

Théorème. 

63. f Fig. 4^' 3 •S* por le sommet commun de deux couries 
semblables du second degré , dont les grands axes coïn- 
cident , on mine à volonté deux droites AB, AB' qui 
coupent ces courbes , les cordes AB , AB' seront coupées 
en parties proportionnelles par lapins petite courbe , et 
par conséquent les lignes BB' , DD' seront parallèles. ' 


Désignons par 

M, M' .,m,m' } les cordes { AB., AB', AD, AD', 

et fixons au point A l’origine des axes rectangulaires. 

Si les équations de d^ux courb# du second ordre sont . 


y‘—px -H y** 1 
y*=p'x-i-qx* 


ces courbes sont nécessairement semblables. Cette vé- 
rité est une suite de ce que l’on a alors , pour l’ellipse 

6 " 

comme pour l’hyperbole, } a, b et a', h'‘ 

étant respectivement les demi-axes de ces mêmes courbes. 
La similitude dont il s’agit se manifeste donc lorsque les 
coefïiciens de x' seulement sont égaux , et puisque pour- 
le cas de la parabole on a q ~ o , il s’ensuit que les- 
J)araboles sont toujours des figures semblables. 

Cela posé , soient 


Isa 
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)es cqnalions des droites AB, AB' passant par Forigine. 
Kn les combinant convenablement avec chacune des 
équations (i), pour avoir les coordonnées des points d’in- 
tersection, on parviendra aisément à 

M=^ M'=-^ Vl^+1 

A‘ — 9 A '^ — q 

A' — q A'^ q 

• û’où l’on conclut sur-le-champ 

’ _ P . ’ 

m p' m‘ * 
ce qu’il fallait démontrer. 

Ce théorème appliqué aux cercles, conduit à une solu-< 
lion fort élégante du problème suivant : 

Deux points étant donnés de position à l’égard d’un 
(ercle connu , décrire un noiieeau cercle qui soit tangent 
au premier, et qui passe par les deux points donnés. 
Sur quoi l’on peut consulter les Récréations mathéma- 
tiques à'Ozsmm , nouvelle édition par Montucla, tome i, 
page 377. 

Ce serait encore à l’aide de ce même théorème que 
Ton résoudrait cet autre problème ; 

Décrire un cercle tangent à deux cercles donnés, et 
qui passe par un point donné. Vo^'ez le n“. 6 de la Cor— 
respondance sur l’hLcole Impériale Polytechnique , où l’on, 
trouvera en outre la solution géométrique de cette pro- 
position : décrire un cercle tangent à trois autres cercles 
donnés. 


r 
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64- [_ Fig- 46- 3 Soient CA , CA' deux ellipses semblables ; 

• C leur centre commun ; AB , A'B' leurs grands ou leurs 
petits axes ; AM une perpendiculaire à l'axe AB ; AK 
une corde de la petite ellipse , faisant un angle quel- 

• conque avec AX; MK' une corde de la grande ellipse ^ 
parallèle à AK ; ci MK* une autre corde menée de 
manière que l'angle K"MY, soit égal à l'angle K'MY'; 
il s'agit de prouyer que MK' -f- MK* = aAK, 


i”. Démonstration. So'it ylKxxz, MK'=.z\ HIK"=z'^î 
Jé.signons par a, b les deini~axes de la petite ellipse; 
par B ceux de la grande ellipse; et prenons res- 
pectivement tes équations 


y’ =px +qx' \ 

= P'x H- qx' j 



pour celles de ces deux ellipses semblables (n*. 63), en 
supposant que, pour chacune, l’origine des coordonnée^ 
rectangles soit à son sommet. 

Si ç est l’angle que z fait avec AX, on aura 


x=zz cos f y y= Z sm ^ 
ou simplement 

X = zm , y -xzzn ; 

ainsi la première équation (i) devient 
r’n’ =r pzm 4- yz’/n* 

O 



li- 
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et donne 

z== ^ 

n’ — çm’ 

Pour transporter l’origine des axes du point A' au point 
AA sans toutefois changer leurs directions, soit A À' — „ ^ 
MA = / 3 -, la deuxième équation (t) deviendra, à cause 
de x =«+*', = ; 

(y +*^)‘=p' (*'-f «) -+-/7(a:' + «)*; 

mais Je point M étant sur la circonférence de l’ellipse 
A'C, on a entre a et /S la relation 

+ 7 •*; 

de là l’équation précédente se réduit à 

= P'x' + qx'‘ + 2 »qx' 

et comme x'=z'm, y*-=zz'n^ puisque z' et z sont pa- 
rallèles, il s’ensuit que l’on aura 

-f- 2 $z'nz=.p'z'm -f- 2 uqz'm -j- qz'‘m* 
par conséquent 

(p' + a «9) m — 2 /SB 

Z — - . , 

— <fm* 

Maintenant l’on remarquera que l’expression de z^ dé- 
rive de celle de z', en y faisant simplement n ou sin p 
négatif; en elfet l’angle K"MY' est négatif par suite 
de l’hypothèse établie ci-dessus. On a donc 

z» — (y ^ “y ) ”» + 2 / 3 b . * 

n* — 
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ta3 


z' + z" == 


2 ( p' 4: 2 ) m 

71’ — ç/n’ 


Or les ellipses , étant semblables et concentriques, four-^ 
2 J’ 2 B* à’ 1?* 

nissemp= — ,p'z=-j- ,q = - — ^ 


a ■ A ' a* 

et u= A — û ; la valeur précédente de z' z" se_ 
change donc en celle-ci 


z' 4- z" = 




2 pm 


n‘ 


donc 


71* — 9771’ 

-f- = 2 r , C . Q , F. J) , 




Celte conséquence aurait encore lieu pour deux hy- 
perboles semblables, puisque p et p' seraient négatiCs, 
tandis que q serait positif; mais elle ne se vérifierait 
que pour deux paraboles égales et situées comme le 
sont les ellipses AC, A'C. 

Ce théorème est énoncé dans la Théorie de la figure 
delà Terre, par .Clairaut, page i58, et sert de base à 
la recherche de la figure des planètes, lorsque leurs 
parties sont supposées homogènes. Ce grand géomètre 
a emplo^j'é la considération de la projection orthogonale, 
afin de prouver que si ce théorème' est vrai pour deux 
tercles concentriques , il l’est aussi pour deux ellipses 
concentriques et semblahlcs; mais notre démonstration 
plus directe a toute la généralité que l'on peut desirer.- 
£n; voici une autre purement géométrique. 

2 '. Démonstraüon. Supposons que AS et SK soient 
tangentes à la petite ellipse, AS étant d’ailleurs perpen,- 
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diculaire à l’axe AB. La ligne CS divisera nécessaire-^ 
ment AK en deux parties égales ; car on sait par la théorie 
de celte courbe (n®. i6o. L. C.), que les tangentes menées 
parles extrémités d’une même corde, se rencontrent sur le 
prolongement du diamètre ; SC coïncide ’ donc avec ce 
diamètre. D’un autre côté , puisque la corde MK' est pa- 
rallèle à AK par construction, et que les Jeux ellipses 
sont semblables , la droite SC divise aussi MK' en deux 
parties égales au point N' \ donc la tangente SK passe 
par l’extrémité K' de la corde MK'. Par la môme raison 
si par le point m on tire la corde mk" parallèlement à AK^ 
la ligne SK passera pareillement par l’extrémité k" de 
cette corde. Concluons de là que Mmk"K' est un trapèze. 
Or Am = AM, etmk" = MK"', donc comme ci-dessus, 
MK1+MK' =:^AK. 

P H O B t Ê .M E. 

65. Un cercle étant donné de grandeur et de position dans 
un angle connu , trouver le centre d'un cercle qui touche 
à la fois les côtés de l'angle et le cercle donné, pig. 47-] 

Soient « et ,0 les coordonnées rectangles du point M 
.situé sur la droite AM‘, x' et y' les coordonnées du centre 
M' du cercle cherché; r le rayon ND du cercle connu, 
b—Pfi l’ordonnée du centre de ce cercle; et AN==.B. 

Le cercle P'C devant être tangent aux côtés AX, ACf 
son centre sera situé sur la droite AM qui divise l’angle 
CAX en deux parties égales ; et les centres M', N, et 
le point de contact D seront en ligne droite. Or, entre 
les coordonnées des points il/, M' qui sont sur la même 
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Jroite AM, on aura ccUe relation : 

y a 

■A— z= ou »y' = x'fi. {A) 

X tt 

De plus, entre la distance M'N des centres et les coor- 
doiiiiées de ses extrémités, on "aura celte autre relation: 

(r+3')»= (*-/)» + (. -X')»: (Z?) 

développant celle-ci, réduisant et substituant pour sa 

valeur , tirée de la première équation , il viendra , 

à cause de 21’ = «* -f- A* , 




ibâx' , 2 «’x' 

T f.x'. 


d’où l’on tire , en résolvant , par rapport à x' , 


Celle quantité est susceptible d’une construction très- 
simple et très-élégante. En effet , prenez AQ = b -\-r, 
et l’ordonnée QR aura pour expression analytique , 

iô — -t — L ; portez RQ de P en R' , et AR' repré.,. 

» 

sentera la quantité rationnelle ; menez au cercle donné 
la tangente AT qui Sera égale à \/ R^ — r' , puisque 

AT— AN — NT\ prolongez indéfiniment NT et faites , 
AS=AR'; la quantité radicale sera représentée par TS. 
Enfin, prenez SV — AS , et SV' — ST; les parties 
TV, W seront les deux valeurs de x'. La première 


> 
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partie répondant au cas où le cercle donne est entrC 
l’origine et le cercle à décrire ; et la seconde , au cas où 
le cercle à décrire est entre le cercle donné et l’origine. 

Si l’on construisait les équations {A) et (B), dont 
l’une appartient à une droite, et l’autre à une parabole, 
les coordonnées des points d’intersection de ces deux 
lignes seraient à la fois les deux valeurs de x' et dej''. 


Problème. 

66. Diviser vn trapèze en deux parties égales par une 
ligne parallèle aux deux bases. 


Q Fig. ifi. ] Soit 

AB = b, BD=:k, AC = k', 
AP=x, PM=y. 

L’équation de la droite CD étant 

- Y=±=^X+h', 


on a entre les coordonnées du point M la relatioa 
h — h> 

y= ^ a: 4- A'; 

et puisque l’aire du trapèze 

ABCD = — A , 

2 , 

que celle du trapèze 

APMc=Shz±lJi±ti!L 

2 b 

t 
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lay 


«n en conclura 




bien 


a(A — A')x* + 4 W'a: = ( A + A' ) J* ; (y4) 

d’où l’on tire 


'bh' _^i//A4-A' . A" \ A* 

lT^~y ( a “^A— A')a— A'’ 


On conçoit que cette formule doit se simplifier beau- 
coup, lorsque l’une des bases, A' par exemple, est nulle. 
En effet, pour Ij cas du triangle 


JC =± 



mais lorsque A = A', on ne peut rien conclure de l’^qua- 
lion (B) dans l’état où elle est présentement; alors on 
effectuera la réduction de l’équation (A"), ou bien l’on 
procédera ainsi qu’il suit : 

Changez henh' -\-<j dans la formule (B), elle deviendra 


— bh' itA V' îfaA'^-l-y’-l-aA'*) 

X = , ■ I — - ; 

1 

développez le radical par rapport aux puissances ascen- 
dantes de y, ce qui s’effectue par la formule du binôme,' 
ou plus commodément par la méthode des coefliciens 
indéterminés, et l’on aura cette série 


12$ Propositions 

Lorsque h':=:h on a q — o, et alors tou* les termes Jè 
cette série, excepté le premier , s'anéantissent; d’oii il 

suit que a:= y comme on devait bien s’y attendre. 

Voyez , pour acquérir une plus ample connaissance de 
ce procédé d'analyse , le Traité élémentaire da calcul 
différentiel , par Lacroix , n“. 56. 

Bien ne serait plus aisé que de généraliser ce problème. 

P , 

' Problème. 

67 . Binser im triangle scalène en quatre parties égales,, 
par deux lignes qui se coupent â angles droits. 


[Fig. 4g. ] Soit AB~a, «I et |3 les coordonnées du 
sommet C du triangle donne, BN=z, AN'z=z'; on 
aura 


AN = a — Z ; 


et soit BD = a — tt = c , on aura 
aire ACB ■= — 


La droite AC aura pour équation 



11 

» 

H 

(0 

la droite CB 

y— (x — fl) 

C 

( 2 ) 

la droite NH 

y = A (x — fl+«) 

(3) 

la droite N'H' 

1 

H 

11 

(4) 


/ 
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Si i’on combine les équations (a) , (3) , il en tésoltera , 
pour l’ordonnée du point 

et à cause que l’aire du triangle ÜHB = 
on aura * ^ ' 


d’où l’on tire 


’A^z* 

Ac-\- ^ 4 

afi 


A=! 


a ** — CO 


(7) 


Si l’oo combine de m#me les équations (0 et (4),* on 
obtiendra, pour l’ordonnée du point Wf 

«. y U’h* = — , ' 

et parce que l’aire du triangle A' N' H' =s 
on aura 


ACB 


T' 


fiz> 


d’où 


A/l +m 


' g|8 

— “r~e 


A = 


a f'—at 


Cpy 


Maintenant, pour obtenir une première relation entre 
« et a', on égalera les deux valeurs de A et l’on aura, 
après avoir chassé les dénominateurs , 

(aa»» — en) (a<* — cc)=ra«fl>; 

d’un autre côté les équations des droites NH, N'W 

9 
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deviendront , en substituant respectivement pour A ses 

valeurs équivalentes (f), » 




— a/» 

a z'‘ — a» 


(a: — a + * ) 
■ (* — «'), 


; 


ce qui donne pour l’ordonnée du point M d’intersec- 
tion de ces mêmes droites 


:y = MP= 

mais parce que 


afiz' a'ii afiz 
2 Z* — ac + a — a« 


NN' = AN' ^ AN ^ z< —a + z, 

MP ACB 


et que l’aire du triangle iVMIV' = Nx — ^ 

on aura cette autre relation entre les inconnues z, z' ^ 


(_z' — n-l-z)* a(8 

2 Z* — ac-J-az'*— O* 4 * 

on bien remettant pour c sa valeur a — « , et simpli- 
fiant 

4 ( a' — a -J- Z )• = 2 Z* — a* 2 z'* , 

ou enfin 


2 z'* -j- 2 + 5 a* — 8 az' -1- 8 zz' — 8 az = o. (iV) 

Si l’on veut une solution géométrique du problème 
proposé , on construira séparément les courbes dont les 
Jieij* sont déterminés par -les deux équations (fl/), (flO» 
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Jïs (iivers points d’intersection de ccs courbes donneront 
les valeurs de z .et de z' , et l’on obtiendra par le 
moyen de l’une des équations , ( 2’) , (iP ) la position du 
point M où devront se croiser perpendiculairement les 
droites NH , N' H'. On pourrait encore parvenir au 
même but en construisant , par la méthode exposée au 
n°. 172 du Traité d’application de l’algèbre à la géo- 
métrie de Lacroix , l’équation du huitième degré résul- 
o tante de l’élimination de l’une des inconnues entre les 
équations ( 3 f) , (iV) ; mais il faut l’avouer , quoiqu’il 
soit intéressant d’examiner si les formules d’où dépend la 
solution d’un problème de géométrie peuvent se construire 
avec simplicité et élégance, les méthodes numériques d’ap- 
proximation , au point où elles sont portées aujourd’hui , 
doivent être en général employées de préférence, parce 
qu’elles conduisent toujours , avec plus de précision , 
aux résultats que les opérations graphiques n’atleignenl 
qu’imparfaitement, ’ 


* Théorème. 

68. Trois cercles inégaux étant donnés de grandeur et d% 
position sur un plan , si en les considérant deux à deux 
on leur ir^ne des tangentes extérieures just/u'à ce yu’elles 
se coupent y les trois points d' intersection , qu'on obtiendra 
de cette manière, seront en ligne droite. 

H 

£%■ 5o. J Soient 


les coordonnées des points \ 

9 ^ I M' . V,, . 


\ 
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Propositions 


f 


i3a 


CCI — a, CC»=«', CC'=a', 

CM =b, CM'=b>, AC = b", / 


r ^ les rayons f C 

des < C' 


cercles (C* 

et pC^ = h, pC ~ti- 

Premiire démonstration. Par le problème du n*. Gi , 

ar’ 


«n a 


CM =2 b —■ 


CM'z=b' = 


rii — r> ’ 
■afr 

r» — r“ * 


et 


a^r* 

AC=bi=: > 

r— r' 


PM 


et comme le sinus de l’an/fle pC'C*^ s= ~~C^* 

pCf PM' 

que le sinus de l’angle pCC" = } on 


obtient , au moyen des valeurs analytiques de ces expres- 
sions , les deux équations 


y ^r» — t') 
a ar' 


* __ r' • 

a' a'r * 


desquelles on tire 

hr^ 

y^-?rz:ir> 

Or , pour que le théorème ait lieu , il faut nécessairement 
que les abscisses x , x' soient dans le même rapport que 
les coordonnées jy, On cherchera donc les valeurs de 
AP et de AP'^ en mêmes fonctions que celles des ordon- 
nées PM, PM' -, pour cet effet, l’on remarquera que 



Î33 


r '■ 


t> B GÉOMtéTHI'E. 

pC* PC' 

Ifr cosiïius ie Tangle pOC^ ^ 

pC p-C 

celui de l’angle pCC« = —j = ' tM ~ * 

tités deviendront respectivement 

U PC'(r« — ^y 

a ~ ar> ‘ ' 

a*" — a P'G(_r^-^r') 

JT ~ Tv * ' 


ce qui donne 


PC’ = 


ur' 


r” — r* 


et 


PC= 

r” —r 


Concluons de là que 


x=AC'~.PC: 


a«r‘ 


ur’ 


et que 


x’ = AC-{.P’Ci 


r — r’ 
n’fr 


a^r 


r — r* 


r' — r' * 

( o*^'— «) r 
r”’— r 


Si l’on réduit les termes des seconds membres de ces 
égalités au même dénominateur , on parviendra.à 


et à 


7^[o*(r*—- r*) — «(r— r')'3 

““ ( r — r')(r»— r'). 


— r) -f (o» — a) (r~r')] 
(r-/-) (r*-r) 


Or , les multiplicateurs fractioniiaires de 


r* — r' 


et de 
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.. — dans ces dernières expressions , étant éganx 

r» — r 

entre eux, comme on peut s’en assurer par le déve- 
loppement, il s’ensuit que l’on a 

JL—JL- - 

*' y' * 

c’est ce qu’il fallait démontrer. 

Quoique la démonstration ci-dessus ne soit jws tres- 
compliquée , nous pensons qu’on lira avec intérêt celle 
que nous allons donner encore du même théorème. Pour 
ne pas employer sans motif une autre notation, nous ferons' 
usage de celle qui précède , à quelques légers change- 
mens près, qui vont être indiqués. 

Deuxième démonstration. Par le point C't , fFig. 5o. ^ 
menez parallMement h yiX la droite RC" que nous dé- 
signons par d; et supposez pour un moment que. les 
points d’intersection A, df' des tangentes prises ' 
deux à deux ne soient pas en ligne droite, et qu’ils 
forment la_lignc brisée Faites Cm = /3 et Cîl/' 

— et "ne ccmsrdérez le point M' que comibe l’inter- 
section de la droite C" C menée par les centres 6’, C", 
et de la droite AM menée par les points de Contours 
A , M des tangentes prises deux à deux. 

Cela posé , les triangles semblables RC" M ' , ACM' 
donnent 'lu proportion. ' _ - 

'd ; C"M>, (a> /3') :: AC, i a" + : CM', ) , 

d’où d/3' ;= ( n’ + /«O ( t 

ou pour abréger , ^ , 

d,3' =■ ( a' -f ,3' ) A" , ' 
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et par conséquent 

k '—K ' 

^ De plus , le point m étant' considéré comme le concours 
. des tangentes communes aux cercles C et C" ^ on ,a, en 
. vertu des triangles semblables C" n*' m , Cnm , 




(O 


ainsi de cette égalité et de -la précédente ^ on obtient , en 
divisant l’une par l’autre , 

fi(^Kr" — Kr)=i'idr—Kr). (2) 

J’observe maintenant ' que c’est de la coïncidence des 
points rh , M' que dépend la vérité du théorürae pro- 
posé ; et dans ce cas ^ il ne s’agit que de reconnaître 
si l’équation 

Kr" — Kr^^r, r~- Kr ^ 

est satisfaite , ou si i . j , 

'Poti'r cèt efret , ayons ’d’îbord recciurs ' à l’expressioA de 
C'’ Jf Ijpi a déjà été empli^yéé dans la prertuère ’ démons- 
tration , ou que fournissent immcdiatcment les triangles 
semblables CNJ, C' N' de l’une ou de^l’_ajCLtre,ffla^ 




nierc , on a 

i-iÎÉ'r*' ' - 

y' on ' • •* / a» r • '» *' 

; ..I > r .. : y rj ► . ■ ' 1 




.'J 









Digilized by Google 


/ 


136 IPRerosirte»» 

et par coosëqnent , 

ir=x(a» + i*) 


D'un antre cAté, dans le triangle JtCM, les ligne* 
RC, AC’ étant parallèles par construrlinn , sont cou>- 
péfs en parties proportionnelles aïK points k par U 
àiviie MK i un a donc cette proportion, 

AC’y ( M ) : JlC^ (d) :: €'h ; CS. 


Blais 

Ch : CK r' : t 

ainsi , 


d’où 

H. 

' donc 

• S 

donc 

l’étpiation (ai) sè réduit à 




dope enfîn le point m d’intersection des iangen^ eoïlfK 
cidc avec le point M' situé sur le prolongement de, la droite 

■ ■ :: l - . iy , 

(*) Cette proposiiion , due peut te démontrer très- 

limpli ment par une autre E» eflrt , il est facile d’obtenir 

une relation entre les sis i^Ëilités'o, * , a'', b , b' , b“ lora^joe 
les trois points M' t'^è' 5®’ 3 droite; car 

J alors cette retakm on éÿntion de condibon étant . , . - . 
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Si daw réquatioit (i) l*6n faitr*=r, on obtiendra b 
eause de /S =^3', 



quantité infinie qui annonce , non-senlement qne les tan- 
gentes M' n", M' K sont parallèles entre elles , mais en- 
core que la ligne C* C , qui Joint les centres des cercles 
égaux , est parallèle 4 la droite jiM qui passe par les 
concours des tangentes communes è deux cercles iné- 
gaux f Fig. 5i3- Cette proposition qui, Je pense , n'avait pas 
été remarquée avant la première édition de cet Ouvrage , 
ne laisse pas d’être curieuse : on peut, d’après ce qui 
précède , en donner facilement une démonstration â 
priori , et noué observerons aux lecteurs familiarisés avec 
les considérations de la géométiie descriptive que cette 
même proposition conduit naturellement à la suivante : 

Si âe trois sphères données de grandeur et de position , 
deux sont égales , la commune section du plan qui passe 
par les centres des trois sphères et du plan qui leur est 
tangent , est toujours parallèle à la droite qui joint les 
(entres des sphères égales. 


i// b (of * 4 “ b^ ) 

5"(o4'- «'i)=n"4(a/ O-*/) ou bien ~ J J 

il ne s'agit que de vérider ü elle a lieu pour les valeurs des quantités 
qu'elle renferme ; et c’est piécisétnent ce que Too trouve. 

Si les tangentes communes i deux cercles se coupsient entre 
leurs centres , c'estri-dire si elles étaient menées intérieurement i ces 
courbes , U j aurait toujours deux de cea points d'intersection et 
i’m» des pointa ^ , M, M.' qui seraient sur une même droite. 
O» propose de démontrer cette autre propriété. 



J 


isa 
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1 


Théorème. 


6g. St par tant de points que' Von voudra d’une droite 
donnée ^ position à l’égard d’une courbe quelconque *. 
du second ordre, on mène de deux en deux des tan - 
gentes à cette courbe , les lignes qui joindront les con- 
tacts d un même coiqjle de tangentes se couperont en 
un seul et même point, et réciproquement. 


[Fig. 53.] Soit 

, AT=a, 

TT' étant la ligne donnée. 
Soient en outre 


TT' = p, 


'' Y' coordonnées des points^ ' 

Supposons d’abord que la courbe do second ordre soit 
une ellipse représentée par - 




(0 


L équation de la tangente assujétie à passer par un point 
dont les coordonnées positives sont a,\p, est, d’après'le 
n”. 46, . . 

.a*/8jr + i’*a: = a*K,., (a) 

Or, pour obtenir les coordonnées des jpoints de contact, 
il'faut attribuer., à x y les.mênjes valeurs dans:^les 
équations prétédentes.-. Substituant donc, dans l’équation 
.de la courbe, la valeur de y fournie par l’équation de là 
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tangente , on aura 

. o<44 + JVx* — a a'Mttx + , 

ce qui donne 

a’3V ±1 a’/8 + o’/3‘ — a'^' . 


l3j 




•U pour abréger, 


* = jv^ î 


par conséquent 


X'= 


a’«i’ — o’/SM A 


iV 


X' = ■ 


N 


La forme symétrique des équations (i) et (2) peut 
dispenser d’effectuer une opération analogue pour dé- 
terminer les deux valeurs de _y; car on -voit bien que 
toutes les circonstances de ce second calcul seraient les 
mûmes que celles qui viennent d’avoir lieu. Ainsi en 
changeant dans la valeur de a:, «e en ^ et a en J «# vice 
versâ , on aura sur-le-champ 

±. tib^M 1 

/ = sf — > 

par conséquent 

a'^b' 4- «i’M , — a'yS*” + 

^' = iÿr ’ iv“ 


/ (î) valeur de jr' qui répond à Ja seconde est prise né- 

gtlÎTenK'nt^ parce que j'I est au-dessous de Taxe des «d>sci»ses. 


t4o PROïosrTiona , , 

Maintenant supposons , s’il est possible, que les corde» 
Mm , M* m' se coupent en un point V différent de 
celui-ci étant pris sur l’axe AX. On aura dans l’hypothèse 
que les trois points M', F, m' sont en ligne droite , k 
relation , 


X'—x' 


RF 



M 



Cette relation , au moyen des valeurs analytiques , fouTr»- 
nira 


FR — 


m5'M — a’/Si' 


Mais on voit , par ce qui précède , que p* mf est 

précisément égaie à FR; donc 

FR = p'm' ; 

donc le point F coïncide avec le point P, quel que 
soit d’ailleurs celui qu’on ait choisi sur la droite don- 
née TTf pour représenter le concours des tangentes PMf, 
T m'. 

Si on voulait trouver l’équation de la -corde M' m' 
qui joint les points de contact, cela serait facile en par- 
tant des valeurs précédentes de X' , Y' , x' , y' et en 
ayant égard à l'observation du n”. 3a ; car soient x , 
yt)y coordonnées de la droite M', m' , on aura. 


(*) £n effet) V^^ualioD (a) de tangente donne) en ÿ feisux.^ 
a* ■ ^ 

■ < — O, l’abscisie AT = ; par conséquent xsaCÇs 
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en vertu de la notation actuelle 

T' -t-r' 

puis éliminant X ' , Y', x'y à l’aide de leurs valeurs et 
réduisant, il viendra 

+ ^«*(0 (3) 

Telle est l’équation cherchée. Il est remarquable qu’elle 
«St la môme que celle (a) de la tangente T' M' . Pour 
bien concevoir que cette tangente, et la corde M’ mf 
qui sont deux lignes très-distinctes , sont néanmoins don- 
nées par la même équation , il faut remarquer que 
dans celle (a) « et ,3 sont les coordoimées d’un point 
de la tangente T* M' ; tandis qu’il n’en est pas ainsi par 
rapport à la corde M' m*. H suit de là que quelle que 
soit l’ordonnée /( , toutes les cordes telles que M' m' 
déterminées de position par les, tangentes 7^ M ' , T' mf. 
couperont l’axe des x au même point P, pourvu que 
l’abscisse « soit la même ; et en effet , la supposition 
dtjTçt) = O dans l’équation (3) donne pour l’abscisse yiP 


a' . 



c’est-à-dire donne une valeur indépendante de TT' ; ce 
qui prouve de rechef la vérité de la proposition énoncée.' 

Cette proposition est encore vraie pour l’hyperbole 
comme cela est assez évident ; et il en est de même 
pour le cercle, car cette courbe n’est, comme l’on sait, 
qu’une ellipse dont les axes sont égaux. Enfin , on par- 
vieridrait par une analyse semblable à b démonstration 
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de cette même proposition pour le cas de la parabole ÿ . 
mais l’on remarquera à cet égard que puisque cetta 
courbe est dépourvue de centre , il est nécessaire de trans- 
porter l’origine des coordonnées sur un point de la 
courbe. On emploiera donc pour cet effet l’équation 
de la parabole 

y'x=pxy 

et celle de sa tangente 


P*— “A»» 


obtenue au n”. 44- Combinant ensuite ces deux équa- 
tions pour en déduire les coordonnées des contacts M', 
m ' , [ Fig. 54 ] » on aura , 


\ 



F' = /S -H -f ,3’ = ^ -f- M', 


y r= — V <tp — fi ^ M'. 


Or, pubque les points M', V, m' sont censés en 
ligne droite, il faut, comme précédemment ,^qu'uii ait 
1a relation 

Y' -\-y __ VR 

X' — x' « — 3^ ’ 


ainsi U viendra , après les substitutions convenables , 


< 
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RV= — fi-h-ar =zy' = RP: 

cette dernière conséquence pourrait se deJuire comme 
ci-dessus de l’équation 


qui est celle de la corde M' m' ; donc la propriété énon- 
cée est commune à toutes courbes du Second ordre. 

On serait peut-être tenté de croire que notre démons- 
tration repose essentiellement sur la condition de la per- 
pendicularité des Ilf^nes AX ^ TT' ; mais si l’on se rap- 
pelle ce que nous avons dit au n°. 47 i is ligne TT' peut 
être oblique à l’axe , sans que les conclusions deviennent ^ 
difTérentes de celles que nous avons tirées. 11 faut seule- 
ment rapporter le système des coordonnées aux diamètres 
des courbes du second ordre , de manière que les ordon- 
nées soient parallèles à la ligne TT. 

Problème. i 

70 . [Fig. 55.] Deux points B , C étant donnés de posi- 
tion à l’égard d’un cercle connu , trouver sur la cirr 
conférence un point M, duquel menant au centre A, et 
aux points donnés les droites AM , MB , MC, les sinus 
des angles , AMB , AMC soient entre eux dans le rap- 
port m : n. 

Joignez les points donnés par la droite BC, et du 
point A , centre du cercle donné , abaissez sur cette 
droite la perpendiculaire AV, que vous prendrez pour 


PaorâsiTiOH» 

l’axe des ordonnées, et menez la droite AX parallèle k 
BC , ce qui ne peut manquer de simplifier les calculs. 
Enfin des points C, abaissez sur AX les perpendi* 
culaires BH, C4T. 

Maintenant soit 

AH=», AK^m'y = 

^ I 

et X , ^ les coordonnées du point M cherché. 

La droite BM qui doit passer par un point B dont 
les coordonnées sont m,j 3, forme avec l'axe des abscisses 
un angle dont la tangente A a pour expression 

a = _-£^. 


De même la droite MC forme avec l’axe AX un angle 
dont la tangente est 




fi— y 
«' — * 


Enfin , la tangente A" de l’angle produit par la droite 
AM et l’axe des abscisses s’exprime par 



Or , selon le numéro 38 , le sinus de l’angle M'MC , 
formé par les deux droites AM^ MQ , a pour expres- 
sion , 

Vi-hA'‘ Vi +A«‘ * 

a' et O étant ici représentées par A"f A*. , 
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Concluons Je là que sinus CMA , ou 


l 45 


sinus M'MC — 


J («' — x) — a;(j3— j) 

.r)’-h (/3— j)> V -i y‘ 


Par la meme raison , si -l’on substitue A à la nlace de A', 
et que l’oti fasse usage des valeurs analytiques rappor— 
»tées plus haut, on obtiendra _sin BMA , 


au 


sin AMN— 


‘ + j) 

\/(« + x)-‘4- (/3— j)» v/x"4-j»*‘ 


Mais , suivant l’énonce du problème , on doit avoir cette 
proportion 

sin AMIi ; slii AMC m ; n , 

d’où 

m sin AM(j = n sin AMR. 

Mettant dans cette équation,' au lieu de sinus AMC j tt 
de sinus AMR,, \ems valeurs calculées ci-dessus, on 
aura, après s’Ctre débarrassé des dénominateurs, et avoir 
simplifié , 

(»'ny_/3/ix) V xy y 
= ((tmj-f-ySmx) — x)*-t~ (/3 — yy, ' (i) 


Si l’on combinait cette équation, avec celle du cercle donné 

x’ -f- y’ = /•*. 'a) 

on arriverait à une équation du sixième degré en x , et 
en appliquant le procédé du n° 17a ( 1 -. C.) on obtien- 

10 
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drait l’abscisse AP Aw point cherché, (■*). C’est à ce re'sultat 

qn’erf panenu Descartes dans la soixante-cinquième de ses 

Lettres , lora. 3. 11 est remarquable que la solution de ce 

pi-ohlcme dépend d'une manière bien simple de celle de 
, ✓ 
cctlf* question ; 

Trois points A , B , C étant donnés (]Fig. 56 ] , soient 
décrites des circonférences sur les distances AB , AC prises 
pour diamètres , et du point A soient menées tant de cordes 
AE , Al) que Von voudra , mais qui soient toujours entre 
elles dans le même rapport ; on demande la nature de 
la courbe sur laquelle se trouveront les points M d'inter~ 
section des droites EC y BD. 

Si l’on appliquait convenablement l’analyse précédente . 
à ce problème , et que l’on prît AÜ et AE dans le rap- 
port de m ; n , c’est-à-dirc de sin AMB ; sin AMC , on 
retomberait sur l’équation ( 1 ) : d’où il suit que lorsque 
l’intersection des droites EC , BD s’cflectuera sur la cir- 
conférence du cercle donné, le point M sera celui qui 
satisfait à la première proposition ; et c’est ce qu’il est 
facile de voir d’abord sans faire aucun calcul. 

On démontrerait fort aisément , par la méthode des 
minimis, qu’une bille allant de B en C en frappant la 
bande circulaire M doit parcourir une ligne brisée BMC , 
telle que les angles BMA , CMA soient égaux. 


(*) 11 n’est peut-être pas iniiüle de prévenir que les quantité 
renfermées sous les radicaux de l’équation (i) sont susceptibles d’étre 
simplitiées au mojen de l'équation (3) j et c’est ce qui lait qu» 
l’équatioa finale ca x n’est que du sixiéioe degré. 
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P R O B X. Ê M E. 


Ji. Etant donné un point lumineux d’où partent des 
rayons divergeas qui viennent frapper une surface sphé- 
rique réfringente , trouver le point de concours de chaque 
rayon réfracté avec l'axe de la sphère qui passe par le 
point lumineux, connaissant bailleurs la direction âes 
rayons incidens, 

[ Fig. 57 . ] Soient les lignes connues AC ■=.», BC = r, 
CP = p , PM = y ; et l’inconnue CX — z. 

Si on prend le point lumineux A pour l’origine des axes 
rectangles , l’équation du rayon incident AM. sera 



et celle du rayon réfracté MX, 




(x « «Si r )> 


z + p 

De plus, entre p el q on aura la relation 


Cela posé, puisque les perpendiculaires CE, CF partent 
du point C situé sur l’axe des abscisses , on aura ( n*. 36 ) 
par rapport au premier rayon , 

1 ' . . .. 


CE — 


a» — ({ y/r'—p' 

\é' i+a* — 


I 
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et par rapport au rayon r<'fractc. 



— r V — />’ 

z^—\- Z pz r' 


or le rapport du sinus d’iiiridenre au sinus de réfraction 
étant censé connu, on a ; Cf ',l » ' k. On déduira 
donc de là, et des valeurs analytiques précédentes, 

k ^ . 

V'*' — zap + i^ Z ' 2 pz + r' 

fc* r* 

et si, pour abréger, on fait 7n = — — > <»+ 
on tirera de cette équation 


mp-\- \/ m'p'-~ a mrp -jr 
* n — zp 

Ainsi quand on aura la direction du rayon incident AM, on 
connaîtra le point M •, et à l’aide .de cette valeur de z , on 
aura le point X de Corrcoors -dn rayon réfracté MX avec 
l’axe ^X. 

Le problème que nous venons de ’résoiulre est le 3r*. 
de V Arithmétique universelle. L’illustre auteur de cet im- 
mortel ouvrage l’a résolu par la comparaison des triangles 
semblables que préstfirte la, con,s^nictiofi de la figure , et 
il est parvenu au résultait. précédent. Selon celtltligure les 
rayons inrideus sont divergei^t^el-passent danS]-u*i milieu 
plus dense ; niais s’il arrivait le contraire , le procédé de 
calcul serait eucojeMtt. même , en ayant égard toutefois à 
b différence des condilions. 
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Problème. 

ya. fFig. 58. 3 Un point M étant donné de position dans' 
un angle connu BAX, trou, -er les coordonnées du centre 
d’un cercle tangent à la droite /VX , qui passe par le 
point M et qui coupe le côté AB , manière que la 
partie m m' interceptée dans le cercle soit d'une gran- 
deur donnée. ! 


Soient «, p les coordonnées du point M; 

mm' z=:z 3-p 

la tangente de l’angle BAX = a. 

Soient en outre 


• } n } 


fi' s y 

les coordonnées des points 

M ' , T. 


m' 


et puisque le cercle doit être en contact avec AX , son 
rayon sera égal à fi'. 

L’équation du cercle cherché , pour un point quelconque 
de sa circonférence, est (n*. 4i ) ‘ 

(X — «')> + (/ — (t) 
et pour le point donné ’ ' 

+ (a) 
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de plus la droite AB est donnée par 

y — ax, ' 

S 

et par rapport ^ la distance m m' on a 

4p’ = (*' — ^)’ + 0' — y)’ (4) 

Tontes les conditions du problème étant exprimées par 
des équations , et celles-ci étant en nombre suffisant 
pour déterminer les inconnues , on obtiendra une équa- 
tion finale en »' ou en /*'. Voici le détail xle l’élimina- 
tion. 

Les équations (i) et (3) étant accordées ensemble 
donneront les valeurs de * , et de a:', y' , c’est-à-dire « 
les coordonnées des points d’intersection m , m' ; parce 
tjtt’en général une droite coupe la circonférence en deux 
points. On trouve en effet , 


flyS' 4- -f 2 o«'/3' 



et 

a«'-|-a*/3'ît<i — a*«'* -f- 2 a«'|8' 

y =: *■■■ ■ I ' # 

I -f- a* 

' Or , si l’on désigne scellement par x , y les valeurs de 
ces expressions relatives aux signes supérieurs des radi- 
caux , et par x\ y' les valeurs prises par rapport aux . 
signes inférieurs, on aura, après avoir éliminé x , y ^ 
et x', y' de l’çquation (4), et chassé le dénominateur, 
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«U bien simplifiant, et faisant pour abréger, 

« 

# 

«• -J- I = m’, 

on trouvera 

= a^/3'* — a*«'» -f- a o«'^' (*). , {Ay 

Faisant passer le terme a* dans le premier membre , 
ajoutant de part et d’autre , on aura ' 

pW 4- •'> ( a* H- I ) = 4- a a»' fi' 4 - «'». 

» 

EnGn , extrayant la racine carrée , et faisant attention que 
4" * = m’ ; il viendra 


m 


l/«'»4-/>‘ = a/3'4-«'. 


JPobseiA'e maintenant que de l’équation (a) on tire , en 
désignant •’ 4 * fi' P®’’ >’ » 


y* 4 «e" — a 


(«) 


(*) On ■parviendrail d'abord à ce résultat, si on voulait partir de 
cette considération , que dans le cercle , toute perpendiculaire M'N 
abaissée du centre M ' sur une cordc mm', divise celte corde en deux 
parties égales. En effet, les coordonnées du p ùnt 3/^ étant désignées 
par v', et £', Texpression de la perpendiculaire fiTN sera par le 
R! — a J a y' — s' 

V>. 36, — — OU' — ; et i cause de miV = /> et 

V I + «■ V I 4 «• 

de le triangle rectangle mNM' fournira cette relation 

( O 9^ “ ' é 

entre ses cfités , , g ' » ' ' ' laquelle étant développée 

deviendra identique avec le résultat dont il est question/. 
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Ainsi substituant retic valeur dans Tequation préc^-. 
4pnte , il en résultera, après avoir rhassë le radical et 
le dénominateur , et ordonne par rapport à l'incon- 
nue ' 


— 4 “’* 


««'^- 4-4 ) 

— 4 ^’m’ 


«'>.+ 4 a^r’ 
— ■ 4 t*'«y’ 


_p. a’ y 4 


! 


d’où l’on voit que la valeur de l’absrissc «' du point de 
contact rlierché dépend d’une équation du quatrième 
degré ; mais pour donner à cette équation une forme un 
peu plus simple, nous rendrons d’abord tous ses termes 
liomogènes , en restituant partout où il en sera besoin , 
les puissances de l’imité qui peut être prise arbitraire- 
ment ( n“. 71. L. C. ). Pour cet effet, soit i on 

aura en vertu du principe de l’homogénéité , 

p’«''*-J-4(««/8—û’«)«'^4-4(“/î“”0«)’ I + — o’«)«' + a’y< 

J -j-aaVj 

— 

Divisant tout par a’ , et posant pour plus de commodité 


f 


•fi 


fim 




il viendra enfin , 

•'*-+-4 («—«) 4 

-l-ay* 

- - 4 /' 


«'»-f-4y’(«’— 

— 4 /*/»V=o- 
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II est très - remarquable que celte dernière équation 
• obtenue par une méthode vraiment analytique est la 
même que celle à laquelle d'autres auteurs sont parve- 
nus à l’aide de quelques constructions préparatoires. 
( Voyez à ce sujet la Géométrie de' Bossut , page 345. ) 
Il y a pins , c’est que ces constructions qu’il a fallu d’abord 
3 iiQaginer ^ sont indiquées par les s'aleufs mêmes de e et 
de J\ car si par le point donné M on mène resj^ctive- 
ment aux droites At\ AP les parallèles DM, ME, les 
parties DP, AE , auront pour expression 



la ligne PF étant considérée toutefois comme la tangente 
de l’angle A. Celte conformité de résultats est donc une 
preuve de la généralité de la méthode que nous employons 
dans cet Ouvrage. «. 

Sans chercher à comstruire l’équation fmale en «'<, on 
peut résoudre graphiquement le problème , en construi- 
sant d’une part l’équation (yf) et de l’autre l’équation 
(B) ; parce que le nombre des intersections de ces deux 
courbes déterminera le nombre des cercles susceptibles de 
satisfaire à la question. De cette manière les solutions 
graphiques sont souvent plus élégantes que par l’autre 
méthode. 

On peut aussi résoudre les équations à l’aide des tables 
de logarillimes et de celles des sinus ; mais nous ne don- 
nerons aucun exemple de ce genre ; nous indiquerons 
seulement la Trigonométrie^^ Cagnoli , qui ne laisse rien 
à désirer à ce sujet, cl nous terminerons ce chapitre par la 
déinonslraüun d’une des plus belles propriétés du cercle. 
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J 

y 3. St à partir de l'extrémité (o) du diamètre d'un cercle de 
rayon 3, l’on divise la circonférence en zm parties égalés, 
et que l'on désigne par (i) , (a), (3)... tant les points de 
division qui sont d'un côté que ceux qui sont de l'autre côté 
du diamètre ; ensuite que d'un point extérieur pris sur le 
prolongement de cette ligne , du côté de son extrémité 
(o) , et à une distance x du centre , an mène gu prer 
mier système de points de division les droites 

et au second système les droites le 

produit de toutes les droites /(O"* t(0 fCO"* 

respondantes aux numéros pairs sera égal <1 x“ — a®,' 
et le produit de Joutes les droites correspondantes aux 
numéros impairs sera égal d x® a®. . 

Pour démontrer cette proposition , connue sous le nom 
de Théorémede Cotes, cherchonjk quelles sont les formes, 
qu’affectent les racines des équations ac® — a® = o , 6t 
a-m a” = o.' 

D’abord il est démontré (p. 35t, Trigon. de Legendre) que- 
' 

( cos + sin ^ V ^— - 1 )“ = cos iraip + sin m ^ 
or , si on fait x = a ( cos -f- sin ^ V^— t ) , on aura 

X™ =; a® ( cos mq> + sin m<p — i ) ; 

* et si on met cette valeur dans l’équation x® — ■ a® = Oji 
on obtiendra * 

cos nif + sin mç t — i = o. 
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Pour que celte dernière ait lieu , il faut nécessairement 
que la partie imaginaire s'anéaplisse d’cHc-mênie ; Rlors 

cos mç = I , sin m ^ = O. 

11 existe une infinité de valeurs qui satisfont à cette 
seconde condition , sin m p = o : en effet , on peut 
faire m ^ = r ar, r étant un nombre entier et jr deux 
angles droits. Mais la première condition exigeant que 
le cosinus de soit égal au rayon , il faut en outre 
que l’arc soit un multiple pair de la demi-circonférence, 

. . 1- ... Il . 

c est-a-dire , que I on ait z = a n , a ou © = } 

^ m 

donc 


a: = O ^c 


a n% 


a n» 




est l’expression générale des m racines de l’équation x™ — 
a™ = O. Nous n’avons pas besoin de démontrer que lorsque 
m est un nombre Impair, cette équation n’a qu’une racine 
réelle qui est .r = a ; mais qu’elle en a deux lorsque m 
est pair, savoir x = + a et i; = — a. 11 résulte de là 
que sas deux facteurs simples ou du premier degré sont 

■ . / an .an / \ 

a: — a { cos w -f- sin ^ y . 

\ m ' 

t 

/ an , . an ,/ \ 

X — a I cos 3- — sm x y — i J ; 

\ m m / 


en les multipliant l’un par l’autre , on a pour facteur réel 
du second degré 


— a a* cos 




m 
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c’est-à-dire que réqiialion proposée est encore divisible 
par ce facteur. Ainsi dans le cas de m impair , elle peut 
cire présentée sous la fornte 

2 3T 

ar" — O"* = ( X — a ) ( X’ — a ax cos 1- a’ ) 

Jîl 

^ X ( X’ — a ax cos -J- a= ) , etc. 

m 

Il n’est pas difficile de prouver que , dans la même hy- 
pothèse, les racines de I', équation x“ -j- a“= o sont com- 
prises dans la formule 

/ (an-l-i) \ 

x = a ( cos irilsin -i W , 1 , 

\ m m / ’ 

et que par conséquent l’on a 

x“ -j- a“ = ( X -|-a ) ( X’ — a nx cos — — (- a’ ) 

m 

, 3 «■ 

X ( X’ — a ax cos h ) » «te. 

m 

i 

Cela posé si «' fi' ^ fit , fi"’,„ dénotent les coor— 

données des extrémités de f K’)”' comptés de l’ori- 
gine de f, on aura 

Ko) — ^ — “ » 

fco’ = »'* + lô'S — + «te.; 

d’ailleurs , puisque 

arc(o)(i)=:-î-, arc(o)(a)=: — , arc(o)(3)^— 

^ m m 

il est clair que l’on a 
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1 

«■ , 

9T 


a' ~ X — a cos 

. /3' = fl sm 

m • . 

y 

m 


a" =zz X — a cos 

*> AT . 

y /i^f := a sni 
m 

2 ir 

> 

m 

• 


et par conséquent 

= X’ — a ox COS a* y 

m 

• ,1* = X' — a ex cos 4 - /I* , 

- ^ m < 

« • 



maïs les droites p(»)... placées d’un côté du diamètre 
sont égales à celles *(«/•• 41** leur correspondent de 
l’autre côté , donc •' 


« a:"*-. a"= p(,) x-pi-.) X p(4) - • • rr.) X rw • • • 

et • _ 

a:™ '-f- «” = pr,„jx p(,) X PCT, • • fCO X ^'3) • ' • 

C’est ce. qu’il fallait démontrer. •' . ■ *■ 

Si on prenait l’origine des p dans l’inlérieur dn cercle, 
les deux produits précédens seraient respectivement égaux 
à o"> — x“ et à a™'^ a:™. Moivre généralisa ce théo- 
rème en dontiant le moyen de décoitiposer^en facteurs 
quadratiques réels l’équation a;”” — q~o. Consul- 

tez à ce sujet le Co/cu/<fei/on< 7 /onj par Lagrange, pag. 1 1 1, 
et la seconde édition de la Thèotie des t\ornlires de 
Legendre, on l’on trouve, d’après . M. Gauss , la belle 
théorie de la résolution de l’équation .-v" r-*’. tr~_o. 
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CHAPITRE IV. 

Des Problèmes indéterminés. 


74* , propositions qui sont l’objet du cha- 

pitre prcrédent , conduit toujours à autant d’équations 
distinctes qu'il y. a de quantités à découvrir; mais lors- 
qu’il arrive le contraire , comme dans les questions qui 
vont suivre , l’équation finale , résultante de l'élimina- 
tion possible des inconnues , en renferme nécessairement 
pliis'icurs ; et comme on ne peut déterminer l’une de 
celles qui restent , sans allribiier préalablement des va- 
leurs quelconques aux autres , le problème qui donne 
lieu à cette circonstance , est dit indéterminé. Lorsque 
la solution d’un tel problème mène à une équation qui 
ne renferme que deux inconnues ou variables , la courbe 
à laquelle cette équation appartient est toujours plane 
ou à simple courbure. • _ • , > 

P R O BLÉ M|E. ' 

Une droite et un point hors d’elle étant donnés à l'égard 
, de deux axes rectangles , trouver l’équation de la droite 
■ ■ assujétie à passer par ce point , et à faire avec la ligné 
donrièe 'un 'angle connu. Fig. 5g. ] 

Soient a et it les coordonnées du point M donné , 

* » 




r 
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y=ax -^b l’équation de la droite CB connue , 
et t la tangente de l’angle donné. 

L’équation de la droite cherchée MQ est 

= a' (* — «); 


de plus l’angle MQB devant être égal à l’angle donné , 
dont la tangente est t , on aura , conformément au 
n». 38, 



. aa' -J- I 


Tirant la valeur de l’inconnue , on obtiendra , pour la 
tangente de la somme des deux angles connus , 



et alors l’équation de la droite MQ sera 




). 


Ainsi en menant d’abord par l’origine j4 , la droite j4m 
qui fasse avec l’axe des x un angle dont la tangente soit 
fl', et ensuite par le point M la droite MR parallèle à 
Am , le problème sera résolu graphiquement. 

Si on voulait connaître un point de la droite MR autre 
que M f le point R, par exemple , on ferait dans l’équa- 
tion précédente , ^ = o , et il en résulterait pour l’abs- 
cisse ARf 



Propositions 


■ Go 

Lorsque la droite cherchée doit passer entre P et X, il faut 
pour se conformer à l'observation du n". 38 , employer l’ë— 
quation 

a' 4- a 

. 1 = t. 

1 — aa' 

Problème. 


~5. Un angle étant donné , trouver un point duquel 
abaissant des perpendiculaires sur les côtés de cet angle , 
elles soient entre elles dans le rapport de xti: ii. 


Fig. 6o. ] Soient x' , y' les coordonnées du point 
M‘ cherche , et a la tangente de l'angle MAB. 
L’équation de la droite AM est 


y ^ ax , 

et la perpendiculaire MM' abaissée du point M' sur AM, 
a pour expression, 


_ y . 

l/ 1 -f- a“ 

ainsi, d’après la condition exigée, l’on doit ax'oir la pro- 
portion - . . 

— =iL- -.y' y.tnln, 

K I -f- a» - • t ; 


ce qui donne. 


n ( ax' —y' ) = my' i a‘ , 




I 


I»E GéoMÉTftIB. 


â’où l’on tire , 


y' 


nax 


i6i 
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SI le point M' était situé au-dessus de la droite A3I , la 
perpendiculaire M M' serait positive ( n*. 36 ) , et l’on 
aurait pour lors^ 

nax' 

y' — . ... 

n _ m V' I + 

X 

Il y a donc une infinité de points qui satisfont à la 
question , et de plus ces points sont situés sur une droite 
qui passe par l’origine des coordonnées, en faisant avec l’axe 
des abscisses un angle dont la tangente trigonométrique est 


- ^ n±ni -1- a» ■ i “ 

Cette quantité se construit facilement , ainsi qu’it suit, 
en n’ayant égard , pour abréger , qu’au signe inférieur du 
radical. 

Du sommet A de l’angle donné, fFig- 6i) élevez 
sur AB la perpendiculaire AD égale à /i ; et du méma 
point A élevez sur AC la perpendiculaire AD' égale à m : 
ensuite par les points D , D' menez les droites DM', D'M' 
respectivement parallèles aux droites ^fB , AC, et joignez 
le point M' d’intersection des premières droites avec le 
point A'y\a droite indéfinie AM' sera celle qu’il s’agis- 
sait de trouver. < • / . • 

-Four se convaincre de Texactitude de cette construc- 
tion, on remarquera que l’angle = l’angle CAB, 

parce que l’un et .l’autre ont'* pour complément l’angle 
EAC ; d’où il résulte, que D'E=zam, et que l’hy— 

tt . 
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potënuse JE = K o*m* -f- m> = m a* -f- i = ÇAf', 
De plus, il est évident qu’à cause de PÇ = P>M* — 
QM'f on a • , 

PQ = n — m V i + a*. 

Cela posé, l’équation de la droite D'il/' parallèle à AC 
est 

^ = a* + m V/îT+rp , 

et celle de la droite DM' parallèle à l’axe AB est^=:n; 
ainsi de ces deux dernières équations, l’on tirera pour 
l’abscisse AP du point il/' d’intersection , 


n — m t a' 


' ~ PM' 

et parce que la tangente de l’angle M’AB ~ — * 

Air 

on aura , en employant les expressions analytiques , 

> 


PM' 


na 


' AP n — m s/ 1 a‘ * 
d’où il suit que l’équation de la droite AM' est 


n — m I 4- 1 


De la solution pr^c^ente J’on déduit , cominc con- 
séquence immédiat^ lé manière de trouver un point 
duquel abaisswit det perpenduulaires sur trois lignes don- 
nées dq'pfition lét mes à l'égard des autres, ces per- 
dans les rapports connus de m:n :p. 
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Voici comment on peut effectuer la construction qui con-; 
vient à ce problème. 

Soient AB ^ AC , CD fFig. 62] les droites donne'es ; 
On déterminera par le procédé que l’on vient de suivre , 
la direction de la droite AM, de manière que les perpen- 
diculaires A/fV , MP soient dans le rapport de m : n. On 
fixera pareillement la direction de la droite MC , de 
manière que les perpendiculaires MP, MQ soient dans 
le rapport de”n ; p , et le point M d’intersection des droites 
AM , CM sera le point qui remplira seul la condition 
exigée, • 

Problème. 


76 Tant de points que l’on- voudra étant donnés sur un 
pian par leurs coordonnées rectangles , mener une ligne 
droite à travers, telle que, abaissant de ces points 

• sur cette droite une perpendiculaire , la somme des 
perpendiculaires d’un côté soit égale à celles de l’autre 
côté. 

[Fig. 63 .] Suppo.sons, pour plus de simplicité, que les 
points donnés ne soient qu’au nombre de trois ; les con- 
sidérations qurse rapportent à’ce cas pourront s’étendre 
aisément à un plus grand nombre de points. 

* Soient ' 

« 

fi' ? les coordonnées respectives des points < AP 

- h", fi«) ,, . [m!'. 

Ce problème étant visiblement indéterminé, supposons 
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que la droite CB soit une de celles qui satisfont à la 

question , et qu’elle ait pour équation 

• y =z ax b. 

Les lignes pMy p'M\ p'>M'> devant être perpendi- 
culaires à cette droite , leurs longueurs seront respec- 
tivement . » 

P — a* — b P' — a»' — b p" — a»"— b 

1 -f- O* \/ 1 -J- n* ' I -q- B* 

en prenant négativement les expressions des perpendicu- 
laires situées au-dessous de la droite CB. 

Ainsi, conformément à l'énoncé du problème, on aura 

. P — atL — b P' —a»,' — b = b a»" ^ p'^ i 
ce qui donne 

p-i-p'.+ pil 

b= ^ B g . 

/ ' ■ 

Comme cette quantité renferme deux inconnues b et ô, on 

ne peut obtenir Tune d'elles sans faire" une supposition sur 

l’autre. Soit donc b = Oy on aura,. pour la solution qui 

répond à ce cas , ^ i 

P + p> -{-pO ■ • ■ 

^ , 

I» "j" «t* 

t 

Mais en substituant la valeur précédente de b dans 
l’équation de la droite demandée , on aura 

1 5 = 5 ], 
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d’où il suit que toute droite qui passe par le point dont les 

O y 


coordonnées sont • 


.c’est- 


à-dire par le centre des moyennes distances des points 
donnés aux deux axes, satisfait à l’énonce de la proposition. 

Si l’un des points M était situé au-dessous de l’axe 
des abscisses , il faudrait indiquer cette circonstance en 
prenant négativement l’ordonnée de ce point dans l’ex- 
pression de la perpendiculaire ^^correspondante. 

On Terra la généralisation de ce problème dans la 
. troisièmée section de ce Recueil. Nous observerons , pour 
le moment , que si la somme des perpendiculaires dont 
il s’agit devait être égale à la ligne donnée m , l’ana- 
lyse précédente conduirait à cette propriété ; savoir , que 
toutes les droites qui satisferaient à cette proposition se- 
raient tangentes au cercle ayant pour centre celui des 
moyennes distances des points donnés , et pour rayon la 
droite m divisée par le nombre de ces points donnés. 


, Problème. 

. , . . > < 
Etant donnés tant de points que Von voudra , en 

trouver un autre tel , que , menant une droite à chacun 

des autres , la somÿe des carrés de ces lignes soit égale 

à un carré donné q’. 


|] Fig. 64. J Supposons, pour simplifier les calculs , qu’il 
n’y ait que trois points donnés : celte restriction ne di- 
minuera en rien la généralité de la solution du pro- 
blème actuel ; et désignons par 
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les coordonnées des points ' 

Soient de plus les coordonnées dn point il/ cherché. 

On aura dans l’hypothèse de la figure 

A 3/= (x — . + 

A'M’= ( X 

A"m'= (x — 

Or , si on développe ces équations, et que l’on égale leur 
somme y*, on aura , après avoir divisé tout par 3 , 

J” — ! (« + «'+«") *-!-*’ — ■î(/8'+/3' + -3»)j 

j_ y’ — («’ 4- 4- -}3» ^ ) 

3 ^V 

Celte équation est très-remarquable , car elle indique que 
tous les points qui satisfont au problème sont situés sur 
une circonférence de cercle , et de plus que le centre de 
ce cercle est précisément le centre des forces parallèles " 
supposées toutes égales entre elles , et appliquées aux 
points' donné.s A, A', A», etc. {Mécanique^ de Francœur, 
n». 36 , 4'" édit. ) 

En effet, pour transporter l’origine des coordonnées au 
centre de la courbe ,. on mettra dans l’équation précé-. 

dentex'+ « + + - 
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au lieu de y ; alors la résultante ne renfermera plus que 
les secondes puissances des variables , et la quantité toute 
connue sera l’expression du carré du raj^on du cercle 
À construire. Ayant donc pris une abscisse égale à 

■ y et une ordonnée correspondante égale à 




J l’extrémité de cette ordonnée sera à la fois 


le centre du cercle en question , et le centre de grayité des 
points A , A** . 

Cette proposition , qui est une de celles des Loca plana 
d’ApoLLONiUS , peut se varier d’une infinité de manières 
et dans toutes ses modifications elle offre des conséquences 
analogues à celles dont il vient d’être parlé. Fqy. , sur 
ce sujet, V Histoire des Mathimatiques ^ par Montucla, 
tom. I , pag. 284 1 2'. édit. Nous envisagerons cette 
même proposition d'une ma^CK: pl^ générale dans la 


troisième section. 


Problème. 

• l > 

Un point étant donné à l’égard de deux axes' perpen~ 
diculaires entre eux, déterminer le lieu des centres de 

J 

tous les cercles qui sont assujétis à ,ser par ce point, 
et à être tangens .à l’un des axes. ' 

[Fig- 65.3 Soient «, p les coordonnées du point M 
donné ; x' , y' ceUçs du centre M' du cercle cherché ; r 
le rayon inconnu. * , 

Le centre M‘ de l’un des cercles , qui doivent passer par 
le point M, et être tangens à l’axe AY étant quelquo^ 
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part. dans l’angle YÀX, l’équation de la circonférenre 


sera 


(* — *')’ + (r —y )* = . 

et ponr le point M de celte circonférence , on aura • 

(• — —y )‘ = r* ; 

^ • 
mais la condition du contact du cercle avec l’axe AY s't\~ 

primant par r = x', on a 

(« — x')> + (/3 —yy=x'‘ ; 

développant et ordonnant , il vient ^ 

" ) 

, y" — 2 ^y' — 2 *x' + •’ + = O ; 

ainsi la courbe parabolique est le lieu des centres des cer- 
cles qui jouissent de la propriété énoncée ci-dessus. . 

Lorsque /3=:o , ou , ce qui est de même , .lorsque l’axe 
des abscisses passe par lejpoint donné , l’on a simplement 

y* = 2 «x' — 

Pour trouver le sommet de la parabole , on fera dans cette 
dernière équation,y = o, et l’on aura 


Le plüs petit cercle, qui satisfait a IVndncë du pro- 
blême a donc pour rayon la moitié de l’abscisse du point 
donné:^" ‘ .’ , r •'1 ‘ 

Si le cercle à dérxire devait p.isser par lé point M et 
toucher , en même tems les deux axes AX, AV j' ie 
problème serait cvidepimént délerminé, • • • ■ ‘ ’ 

• • V • ' 
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Une droite étant donnée de position à l’égard d’un 
cercle y trouver la trace des centres de tous les cercles qui 
sont tangens à la foii au cercle et à la dryile donnés. ^ 


^Fig. 66. ] Soit ÂX la ligne donnée ; du centre C du 
cercle connu , abaissez sur cette ligne une perpendiculaire ^ 
jiC qui pourra' être prise pour l’axe des ordonnées, et 
6oit 

ACz=.h, AP=x'i FC'=y'i, - 

rie rayon CR du cercle donné. 

La distance CC' sera exprimée en fonction des coorr ^ 
données de ses extrémités , par ' ‘ ’ 

( y = ( i — J' )* ri- 

Effectuant les développemens indiqués , on aura, tou ta , 
réduction faite , 

1 J 

Lorsque *' = O, on a ■ . . ■ : 




b' — t* 


— w J_zlL 

a(iri-r) - - " 


> a 


d’où il suit que , pour le cas de la figure , le centre du, ‘ 
plus petit cercle touchant est situé au milieu de la dis- 
tance qui se trouve entre la droite et’ le cercle donnés. dl 
|ieat arriver que ce dernier cercle soit touché ou coupé 
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par la droite AXy ce qui fait différens cas qui ne son! 
pas difficiles à discuter. *' 

Problème. 

8o. Par deux points donnés, mener deux lignes perpen-i 
diculaires entre elles. 

£Fig. 67.] Soient * 

* ’ ^ \ les coordonne'es des points / 


L’équation de la droite MN assujétie à passer par no 
point donné , et à faire un angle quelconque avec l’axe 
des abscisses , est 

y — ^ — A{x—a), _ 

l’équation de la droite M'N' qui doit lui être perpen- 
diculaire , est , ^ i ' 

‘ ' I ■’ V 

Or , pour que le point M' soit commun aux deux droites 
proposées, il faut que x et y aient les mêtnes valeurs dans 
les équations de ces droites. .Cette supposition étant faite , 
on éliminera la tangente'v^, et l’on aUra . 

'■“(.y— — V . I 

ou en dévclp||^iitV et faisant passer tous les termes dans 
le prenp^r membré , 
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Cette équation étant celle du cercle entre ses coordonnées 
rectangles , il s’ensuit qu’il y a une infinité de points 
desquels menant des droites aux points doiinés M, M\ 
ces droites forment entre elles un quadrant. 

Lorsque a —/3 fi' = 0 , c’est-à-dire , quand l’axe de» 
abscisses passe par les deux points donnés , et qu^ l’origine 
est au point M, l’équation finale devient 

y' — «'x -f- x’ = O ; 

mais voici un autre problème dont celui-ci n’est qu’m» 
cas particulier. 

Problème-,,. 


81. Mener -par deux points donnés deux droites qui fassent 
entre elles un angle connu. 

£ Fig. 33 . ] Soit t la t.angente de l’angle donné , et * 
supposons , ce qui est toujours possible , que les points 
donnés A , P' soient sur l’axe des abscisses. Soit en outre ' 
AP< = a. 

La droite AM qui passe par l’origine , a pour équation 

s V 

■ y — ax\ 

et la droite P'M qui passe par un point pris sur l’axe , est 
y = — a'{x — «). 

D’un autre côté la tangente de l’angle AMP étant repré- 
ÿ^tée par t , la tangente du supplément ou celle de 


17a Propositions 

l’angle NMP' le sera par — t ; ainsi l’on aura , suivant 

le n”. 38 , 

•— a' — a 
t= r- » 


d’où l’on tire 




a't — I 


Si on substitue cette valeur dans l’équation de la droit* 
AM, il viendra 

. ( -f* ^ ) * 

Af 2 1 ? 


a't — I 


* 1 


et si on élimine a’ par le moyen de celle-ci , et de l’équa- 
tion de la droite P*M , on parviendra à une relation 
entre les seules inconnues x', y : cette relation est 


-fy* — = O , ^ . (,A) 

et indique que fous les angles égaux AMP' ont leur 
sommet sur' une circonférence de cercle. 

Lorsque l’angle donné AMP' est droit , sa tangente t ■ 
^t infinie , et alors le dernier terme de l’équation (A) 
s’évanouit ; de manière que l’on a simplement 

commë dans lë ’jjroblSme précédent. ^ ' 

j^Pour donner encore qdelqtres^etiiptés de construction 
des équations indéterminéjlf cqno^ent on procédera , 

à l’égard' de cèlié P^*’ C^)- Y 

.fera ' * . 
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et 


* = *' + 


J'=r + j7’ 


afin de transporter (^origine des coordonnées au centre de 
la courbe ; et après avoir effectué les calculs nécessaires , 
ou parviendra à 


'4- y/. = 

^ 4 


4r 


= O. 


C’est l’équation du cercle rapportée au centre , le rayon 

CP) 


étant égal à 


4 ' 4 <* 

Le moyen de constniire cette 'expression radicale est 
aisé. En effet , élevez sur le milieu de la droite la 


perpendiculaire Pm = — — y 


l’extrémité m de cette 


perpendiculaire sera le centre du cercle cherché , et la 
ligne en sera le rayon 5 ce qui est évident. 

Il suit de cette construction que l’angle l’angle 

AMP' ; car l’équation de la droite Am est 

Pm 


/ Pm \ i 

~ C y t *’ 


sa co> 


et puisque la tangente de l’angle mAP est -j- 

tangente ou la tangente de l’angle AmP sera — f. Com* 
cluons de là que l’angle au centre est double de l’angle 
inscrit : ce qui s’accorde parfaitement avec Iça cpnsi^éri; 
rations géométriques. * ' 


/ ' 
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On remarquera que l’expression (B) du rayon peut 
être mise sous une forme plus simple ; car d'abord, on 
peut l’écrire ainsi 


-V 

3.t 


mais t = lang AMP et v/n- r* = séc AMP ; donc 



V i+V = 


2 sin M 


On voit maintenant comment on résoudrait ce problème: 
Déterminer la position d'un point D , connaissant les angles 
sous lesquels on voit de ce point Us distances ’ AB , AC 
données de grandeur et de position. Consultez, à cet égard, 
mon Traité de Géodésie, pag. 170. 

Théorème. 


82. [Fig. 68.] Si on divise, en un mime nombre de 
parties égales , deux droites AB , AC , faisant entre 
'elles un angle quelconque ; puis si l’on joint succes- 
sivement tous les points de la première droite en com- 
mençant par B avec tous les points de la seconde droite , 
en commençant par le point (1) de cette ligne, les 
intersections de deux droites consécutives prises dans 
Vordre de ce tracé seront toutes sur une courbe para- 
^ bolique. , 

Prenons pour axe des x la droite y 4 X[Fig. 63.] , qui 
divise en deux parties égaler la di'oite BC joignant les 
points donnés, et pour axe des^ la dr^te AY parallèle 

/ * 

N 
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à BC. Cela posé, si nous admettons que les lignes Mn^ 
M'm' soient deux droites consécutives quelconques , leur 
intersection N sera un point de la courbe c^prchée. Soit 
dans ce cas , MM' = a , mm' = i ; on aura , d’après 1 * 
système de tracé que l’on vient d’indiquer, 

uiM=za, MB=(n-z)a, Am-=(n-z-\-i)b, Cm~(z-i)bf 

n étant le nombre des parties égales de AB ou de AC. 
De plus , si on fait AH = p , HB = 9 , on trouvera 
aisément que les coordonnées obliques des points M ^ m , 
M', m' sont •* 


pour le point il/, 


AP=^ 


L. 


PM 


zq 


pour le point m , 


Ap 


p(n — e+i) y(n_z4-i) 

= ^ , pjn — , 


pour le point il/', 

,AP=zSf±llL 


pour le point m'. 




p>M'= . ^ ^ rt - * , ^ 9 , 

n ^ 


p'm’= 

n 


De là , la droite Mm , assujétie à passer par les deux 
points ilf, m , aura pour équation aux coordonnées 
obliques, . . 

q (n + 1) 


n p(2*— n — i) \ n / 
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l’équation de la droite M'm' «era pareillement 


^ n~y{:iz-.n+i)\ n )' 


ip) 


Maintenant , puisqu’au point d’intersection N les coor- 
données JC , y sont les mêmes pour les droites Mm , 
M'm', et qn& les deux équations précédentes sont les 
seules qui existent entre les trois inconnues x,y, z, 
il est évident 'que l’on obtiendra l’équation de la courbe 
\ laquelle appartiennent tous les points iV, en éliminant 
Z éntre ces deux équations. Afin d’effectuer plus com- 
modément cette élimination, l’on ordonnera par rapport 
à Z les équations dont il s’agit , et l’on aura , toutes 
réductions faites , 


q s.pq ’ ' 

(2') I npy^n-i-)Jrnqx{n^\)-inpq 

9 ^ P9, 

Or, en soustrayant ces deux résultats l’un de l’autre, 
on obtient 

ny->l-nq . _ • 


et en substituant cette valeur daps l’équation (i’) on a 

npy^ — 2ÿ*(n-j- />ÿ’ ( n -j- 2 ) = o. ( 3 ) 

Donc la courbe cherchée est une parabole ; et son dia-» 
mètre co'incide éndemment avec l’axe des x , pu’isque 
l’ordonnée y n’entre qu’à la seconde puissance dans cette 
équation. 


/ t 
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Si on prenait le point H pour origine des coordon- 
nées , et qu’on désignât par la nouvelle abscisse , on 
aurait, à cause de x = p x'j 

» 

(^0 pg'n ~ o ; 

faisant ici y~Oy l’abscisse de l’exlrémilé du diamètre 
serait 

2 (n-f- 1 ) ' 

La plus petite valeur admissible de n est a, auquel cas 
x' ■=. , et n peut croître depuis ce terme jusqu’à 

l’infini : or, à cette, dernière limite on a t' — ^ . 

2 

ainsi la parabole qui a le plus grand paramètre répond 
à n = 2, et celle qui aurait le plus petit paramètre ré- 

pondrait a x' = , ou à n = *0 . Jamais,. par la mé- 

thode graphique exposée, on ne pourra obtenir cette 
parabole limite ; mais on en approchera d’autant plus 
que AB el AC contiendront plus de parties. .Pour corir 
naître l’usage de ce tracé, voy. le n». io»de mon Traité 
de'Typog., etc. 

. ^ r. Problème. ; 

83 . Trouver le lieu du sommet d’un triangle dont la hase 
est donnée, et dont les deux angles adjacens ont un» 
dijfjference' donnéet: . 


[ Fig. 70. ] La base AB ^ a du triangle AMB est 


Propositions 

• / 

donnée , ainsi que la Jifférenre des angles inconnus 
MAIi~A, MBA — B. On demande la nature de la 
courbe sur laquelle sont situés les sommets M de tous 
les triangles que l’on peut construire avec les mêmes 
données! 

Soient x, y les coordonnées rectangles du point ftf, 
et A l’origine des axes. 

^ ^ R ^ ““ tatiR B 

Puisque S— A — B, on a tang /■= — ; 
^ ” I + taiig tang.6 

y Y 

mais à cause de tang A = et de tang B = " ‘ 

a: ” a — x ' 

cette expression de tang d'se change en celle-ci 
y (.o — x) —xy - 

Wllg » ^ . 

d’où 

r-i 


^ (a — a:)x— ' 

j + flx = o. (1) 


tang J' 


X* 


tang i 


Si l’oti compare cette équation avec l’équation générale 
des- courbes du second ordre , ■ - 

Ay' + Bxy + Cx' -i-Dy+Ex=:F, (a) 

on verra ^ d’abord que la condition !^AC — B' est 

4 

satisfaite : en effet l’on a 4 AC — B'' =— L— - . 

La courbe cherchée, est donc une hyperbole. ■ 

11 est facile de déduire de l’équation (û) celle des asyœpi 
totes , qui est 


Digitized by Google 


0 


D-ET Cx i O M JÉ T r'i B. 


»7d 


if—- 


Bx-lrJ) 


t r y. êd—zàb-l 

-+.J- x\/ji‘-/^AC ■+■■■ , !'-(*) 


par conséquent l’équation fournira, dans la müme- 


circonstance . 


r= (3). 

tang <? atangJ^ \tang 

Toute la partie raiionhelle de ce résultat étant l’équa- 
tion d’un diamètre , c’est-à-dire 

^ tang a tarig J' * 

cm aura Vabscisse du centre de l’iiyperbole , en faisant 

O . 

ce Qui donnera ■* = } 

'i . 2 ■ , • ■ 

• ‘IJ f l . 

puis mettant cette valeur dans l’équation (4) » trou- 
vera , pour_ l’ordonnée de ce centre , 

^ =#• 

Ainsi ce point est le milieu même de la droite a. Ce 
procédé revient évidemment à combiner les équations (3) 
U_ ■— — ^ — — 

(«) d’ailleurs sur ce sujet les n=*. et ï43 de !’£* al 

de Géwîi. analrt- par Biot, ou fc 'n". Sg des EUme^ {id.) à» 
Gamiefi 
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de-; deux asymptotes pour en déduire les valeurs des coor- 
données de leur point d’jnterscction. 

11 reste à déterminer la direction de ces droites. Pour 
cet effet, on cherchera les coordonnées des poinU où 
elles coupent l’axe des y, en faisant a: = o dans l’équa- 
tion (3),. et on aura, en désignant par les deux 
valeurs résultantes ,de y , 

y ■ 2 tang * sin J' * 

y»=AH=: 

2 tang J" sin 

les droites KG , KH déterminées de cette manière sont 
donc les asymptotes cherchées. Il est remarquable qu en 
multipliant entre elles ces deux valeurs, on obtient. . . 

donc l’angle GKH des asymptotes est droit; 

4 

donc l’hyperbole cherchée est equilatere. 

Mais quel est l’angle qu’une de ces lignes forme avec 
l’axe des * ? La réponse est facile ù faire , car on a 

BH' t I . , > 

-TT = 

• 

donc l’angle. BKH' est égal à la moitié de la différence 
/ des angles A ti B. ^ 

Newton , après être parvenu aux mêmes conséquences, 
par une méthode de calcul qui lui est propre ( Arith, 
univ., prob, 4t.), imagina , _ pour donner la solution 
la plus simple possible de ce problème , de prendre les' 
asymptotes mêmes pour les axes des coordonnées ; mais o« 
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grand génie n’aurait peut-être pas eu une pareille Idée , 
si l’analyse ne la lui eût fournie. ^ 

Problème. 

84. Deux cercles étant donnés de grandeur et de posi- 
tions sur un plan , trouver le lieu des centres de tous 
les cercles qui sont tangens à la J'ois aux deux cercles 
donnés. 

[Fig. 71.] Supposons que le cercle cberché enve- 
loppe les deux cercles donnés ^ et nommons a; , les 
coordonnées du centre du premier cercle , z son rayon y 
a la distance AA' des centres des deux autres , r et r' les 
rayons de ces cercles. 

11 suit de la propriété- des triangles rectangles APM y 
'A'PM que l’on a d’une part 

*'■+■>’=( -s — r)% (i) 

et de l’autre t' 

— x)*=: ( *— >r' )*. (a) 

Développant ces équations , elles deviennent 

Z* — a rz + =:x* + J"* » 

*’ — a r'r r'* = «* -r* a «« + **. ' 

Or, si on les comparait avec les formules du second dëgré , 

m 

«*+Pz-f-Ç=o, 

*• -1- P-z Ç' ^ S*, 


I 
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qui, comme l’on sait, donnent pour résulut fina]^, 

(P—p-) (PÇ' — yp = O, 

on arriverait aisément à l’équation de la courbe cherchée 
mais il est encore plus simple de procéder de la manière- 
suivante :• 

Soustrayant l’une de l’autre les équations (t> et ( 2 ),, 
un a. 

3.ax — r* 

2(r'-r) ’■ 

et ajoutant ici — r de part et d’autre , on obtient 

aoÆ— O* + (r'— -r')’ , 

Z — r— -r-3 T 

zir'—r) 

puis introduisant cette valeur dans l’équation. (i) , il vient* 

4(r_ 4((r— r')»— û’)x*— 4“ * 

. =((r— /•')*- a* )’• (^0) 

Cette équation est celle de l’hyperbole, parce que les. 
coefllcien.s de x’ et de j’ sont de signes contraires. Eui 
effet, à.cause de'r — r' <la, on a 4 C'" — 

Mais lorsque r — r' ce qui est dans le cas de 1», 

üg. ya , l’équation de la fourbe hyperbolique devient 
en y faisant les réductions convenables ,._y = o. Ce ré-», 
sultat étant indépendant de x, il en résulte qu à tous les, 
points de Taxe des abscisses , l’ordonnée du centre cherchô. 

* 11 ' - 

est nulle. 

De même si r — r' , l’équation de l’hyperbole deviçiift, 

a’ 
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ee quî indique, comme on devait bien s y attendit,', 
que , quelle que soit l’ordonnée y , l’abscisse est toujours 
constante. 

Nous ne lal.sserons point ignorer que l’on peut plus 
promptement découvrir la nature de la courbe cherchée , 
car puisque, d’un côté, l’on a A3I — z~—r [[Fig- 7*1’ 
et de l’autre A'M =z —r', il s’ensuit que 

AM — A'M={z—r) — iz-^r''^ — r'-^ r^. 

Ce résultat se trouvant délivre du rayon du cercle cher- 
ché-, l’on en doit conclure que la différence des rayons 
vecteurs AM, A'M est toujours constimte , soit que le 
cercle cherché enveloppe les cercles donnés , soit qu’il 
les laisse tous deux au dehors. La courbe des centres en 
question est donc une hyperbole , qui a pour foyers les 
centres memes des cercles donnés , et pour grand ax® 
la différence de leurs rayons. 

On peut en outre obtenir les sommets des hyperboles 
opposées , sans être obligé de recourir à la transpositiot» 
des axes : en effet, au point où l’hyperbole coupe 1 axe.-^ 
des abscisses , l’ordonnée est nulle ; faisant donc y = u 
dans l’équation (yi!) , et divisant tout par le coefficient 
dé X ' , on aura ^ 

(fr — r')* — a’)’ (r — r')» — a’ . 

4((r-r^)’— T-"’ '4 

Cette équation étant résolue par rapport a ,x, on oa-c 
ticirdra<- » ' 
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Comme la première valeur de x répond à l'abscisse AS ' , 
et la seconde valeur à l’abscisse AS, le grand axe SS' de 
l’h\'pcrbole sera égal à r. — r' , et le centre O sera situé 
an milieu de la distance AA'. De plus, la branche hyper- 
bolique nSQ sera celle sur laquelle sont situés les centres 
des cercles cnveloppans , tandis que la branche ir'S'Q' 
rcnfcrinera les centres de tous les cercles qui laissent les 
cercles donnés au dehors. Rien n’est plus facile que de 
se rendre compte des autres particularités du problème. 


Problème. 


85 . Trouver la nature de la caurie qui renferme tous les 
points desquels menant deux tangentes à une parabole 
donnée , ces tangentes forment entre elles un angle 
donné, ' 


QFig. 73.3 Soit y—px l’équation de la parabole 
donnée , et désignons par 


} 


•H 

/*' S 


les coordonnées des points de contact 
AT, M'. 

A • 

Soit de plus t la tangente de l’angle donné. 
L’équation de la droite TM assujétie à toucher U 


. •» 


i 
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courbe Jlf, est (u*. 44-) 

< 3. fiy= px »p , 


(0 


et celle de la tangente “PM', assujétie à passer par le 
point M' pour lequel PM' = — p' , est 

— 3 p'y SX px + »'p ; (a) 

mais les coordonnées du point m d’inserseclion de ces tan- 
gentes doivent être les mêmes dans les équations (i) et 
(a) ; et ce point m étant situé du edté des abscisses né- 
gatives , il faudra , pour avoir égard à cette circonstance, 
changer a; en — a; ; alors les équations ci-dessus deviendront 

a /8y = -px-\~»p, 1 

px — »'p; 

et comme des équations /S* = «p , /3'*= «'p , qui con- 
viennent aux points de contact, on tire ces valeurs 


fi' 


( 3 ) 


il est clair que l’on a 
♦ 

» fiy = — px + fi* t 
px — fi'^% 

d’où l’on tire 

* 

fi =■ y ±.^V px + y-' , , 

fi'——y±\/px-\-y\ ^ 

D’un autre côté^ l’angle MmM' =: MfA + ATW % 


Digitized by Google 


i86 Propositions 

ainsi , d'après le ri°. 38 , on a 

^ A A’ 2 tt$' -f- 2 t's 

i AA* ntL* — 

Subslitiiant dans ce résultat, pour « et leurs valeurs, 
données par les équations (3) , on aura , après avoir- 
chassé le dénominateur, , 

4 — - p‘‘t = 2 ,3;» -f- 2 ^'p. ’ 

Mettant en outre dans celle-ci , au lieu de ji et leurs 
valeurs obtenues précédcinment , il viendra, en divisant 
^tout par P , 

4 3x — pt ~ !^ px y'. 

Klevant les deux membres au carré, pour faire disparaître 
le radical , on aura enfui 

+p^ x — (yf) 

* 

équation à l’h^qierbolp , puisque sa forme se rapporlfO 
évidemment à la formule A'y’ — 6'x* E'xxxM , qui, 

' représente cette courbe ( n». 42 ). 

Le moyen de transporter l’origine an centre de l’hy— ^ 
perbolc , et de donner par conséquent à l’équation pré-» 

» b‘ 

cédente la forme — — ( x" — a’) , est de chasser la 

terme où x se trouve à la première puissance , en mettant 
x' g au lieu de x dans l’équation do la courbe ; mais 
on sait d’ailleurs, par la théorie des équations, qu’ej» 
pareil cas , l’on a ^ 
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formule deviendra donc , par la suLÿtution de 
<eue valeur. 

Pour trouver le premier demi-axe , on fera , dans ce 
Msulial,y = o, et l’on obtiendra 

a;' = o = ±-^ • ’ 

et pour trouver le second demi-axe, ou fera a: o, ce 

qui donnera 

Y — h = ± H- I- 

^ ut 

Si on se rappelle maintenant ^ue , par l* calcul f 
fonctions circulaires, on a 


sin TR = ' 


''tang m . • 

V^ i -f tang m* 


on pourra simplifier l’expression des demi-axes , ainsj 
qu’il suit : par exemple , en désignant le sinus de l’angle 
MmM' par/, lorsque sa ungente l’est par t, on conclura ^ 
' ” •. !„ : formule précédente , que 


i_ V/ I + <’ , 
/ « 


4 


«85 Propositions 

et par suite 


</ * 

ainsi réq|ation (fi) devient 




K'=/* fo:'* 7--^ 

V 4 / 


(fi') 


Il suit de là qti’en diminuant les x de la quantité 




a /’ 


J et décrivant une hyperbole dont les axes 


soient a O , et ai, cette courbe sera le lieu de l'équa- 
tion (^A). ! 

T)a ns la solution précédente , on a supposé que l’angle 
donné MmM' était aigu, et il est visible que lorsqu’il est 
obtus , sa tangente négative ^ qui n’entre dans tous les 
termes de l’équation (^A) qu’à la seconde puissance n’y 
produit aucun changement. Concluons donc que des deux 
branches hyperboliques , l’une QR , satisfait au cas où 
l’angle proposé est aigu , et l’autre Q'R' , an cas où cet 
angle est obtus. 

Enfin , s’il arrivait que l’angle MmM' filt droit , la 
ligne cherchée serait la directrice même de la parabole , 
parce qu’alors l’équation (fi') donnerait, quelle que fûtj', 

x' = o ; et à cause dex = *'-j-Jp-f-i , on aurait 

clans la même circonstance x = i p , ce qui exprime la 
distance du sommet de la courbe à la directrice. 

En cherchant , par un procédé analogue , quelle serait 
la courbe que parcourrait le sommet d’un angle droit 
dont les côtés toucheraient constamment une ellipse, on 
trouverait l’équation du cercle. 
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Problème. 

86. f Fig. Go.] Trouver un point M' duquel ayant ahaissi 
des perpendiculaires sur les côtés d’un angle donne MAB , 

I le quadrilatère qui en résulte soit équivalent à un 
carré q*. * , 

■* 0 

Soit a la tangente de l’angle donné MAB, et x',y 
les coordonnées du point M' cherché. 

L’équation de la droite AM qui passe par l’origijie , 
A, est . » ’ 

jr = ax, , 

et celle de la droite MM' qui lui est perpendiculaire , est 

• 

1 

y—y=m (æ — x'). 


Ainsi les coordonnées du point M d’intersection de ces 
droites seront ■ .r . . _ " 


I at' -f- ay' 

X = ' 


I + û* 


ax' -1- a'y' ^ 
I -f- a* 

-rt 


t \ 


L’aire du triangle AMM', exprimée en fonction des coor- 
données des sommets de ses angles, cst'.(n'*. loi. L. C.") 

x' ( ax' ay' ) -—y' ( Jr' ay' ) 

• a ( I o’ ) ' * 

et l’airc du triangle APM' = - ■. Or , comme le 

quadrilatère' AMM'P =AMM'~\-AM'F ~q', il s’ensuit 


J . 
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que, 

a'x’y' «’Æ'jy'rr ay’Çi+a’J y 

ou, en changeant les signes, réduisant et divisant tout 
par a ,* 


æ " = — 39’ ^ ° 




Telle est l’équation qu’il faudrait constniire pour obtenir 
le lieu de tous les points M' qui satisfont à la condition 
■du problème proposé. Si on résout celte équation par 
rapport à on aura 

• y'x=<ix'±.J/^ ^)» 

d’où l’on voit que la courbe résultante est une bjqierbcd» 
qui a son centre au point // ; et qu'à cause de la quan- 
tité rationnelle ax’ , la droite AM doit être prise pour 
un de ses diamètres ( n". iiT. L. C. ). On portera donc 
parallèlement à l’axe AV, tant au— dessus 'qu’au-rdessous 
de AM et de Ami, des parties égales à ........ é 

Kc” fl* ) » l’ensemble des points 

que Ton oblienJra de cette manière déterminera les bran- 
ches de la’ courbe à décrire. Sous ne nous étendrons pas 
davantage shr les' détails dp- cetté construction, parce 
qu’ils ne prçsexilent. aucune difficulté ; nous remarquerons 
seulement que -si-j dans -l’équation , l’on voulait 
chasser le terme multiplié par X'y', il faudrait changer 
la. direction des coordonnées, en y faisant ( n°. 40 ) 


æ' — mt nu f 


J-' = lit -f- 771U J 

. - 1 ' -i.-’, 
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et dans ce cas, l’équation résultante serait celle de l’hy- 
perbole rapportée à ses axes. 

Lorsque a est infinie , ou , ce qui'est de même, lors- 
que l’aiigle donné MAB est droit , l’équation {A) se réduit 


à a/y' == y’, parce que tous les termes sSihs a sont nuis 


par rapport à ceux qui en renfermcnt'; mais si l’on veut 

sin A 


éviter la considération de l’infini,' on fera a: 


■ cos A ■* 

et l’équation'(yY) deviendra, par la sulMtitution de cette 
valeur, et apres avoir chassé le dénominateur cos A y 


cos 


■^y'' — 2 sin Ax'y' — cos Ax'' = — 2/7’ ( ^ 

\ sin A J 


L’angle MAB étant droit, on a cos 5^=0, et sin./^=t ; 
ainsi l’équation précédente se réduit à 


m 


rj 


'■I 


xy. 


T'- 

- 


c est celle de l'iiyperhole équilatère entre scs ass\-mptotes 
AX, AY. '■ «v-j '"- ' 


H- 2 ax'y' — *'• = 2 


r 


Enfin , si l’angle est plus grantf tp’un' quadrant , sa 
tangente a devient négative , et l’équation (A) , qui ap- 
partient encore à l’hyperbole , se change en 




a plusieurs moyens de rendre le problème actuel 
déterminé, par exemple, il le serait si la perpendicu- 
laire MjW devait être tangente à un cercle ^donné d» 
grandeur et jjc position , et que tontes choses fussent 
égales d’ailleurs— comme ;précédcmment ; ina'is alors la 
•ai'ré g- ne pourrait 'excéder certaines limites. 


t A 


/-l 


A , J 


X 
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Problème. 


S7. [I Fig. 74- 1 Deux cercles AB , A'B' étant donnés 
de grandeur et de position sur un plan, et ayant mené 
par un point (quelconque C' du cercle A'B' une tangente 
indijinie C'T, qui coupe Vautre cercle AB en deux 
points m , m', par lesquels soient menées à celui-ci les 
tangentes mîM , m'M ; on demande la nature de la 
ligne sur laquelle sont situés tous les points de con- 
cours M. _ , . _ - 


Soient X et /8 les coordonnées dü point M cherché , 


rayon AB z=r ar, F t les coordonnées J m 

rayon v4'5' = r' X, y ^ • des points \ m\ 

et désignons p<tr a la distance AA' des deux centres. 

Puisque la tangente Rlm doit passer par un point dont 
les coordonnées variables sont a , /i , son équation sera 
(n“. 46) : 

■ . fiy ex ■= ‘ (») 

et parce que l'equalion du cercle AB est 

x'+y^—r^' (?) ,- 

la combinaison de ces équations donnera ' . ' 

^ . b r .lr; . ’ 

»r* * ./3*. — r’ 


X = • 




T > 
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to E (i É O »t É T R ï K. 

» 

/Sr* zt «r </«' + iâ* — r* 

:r = ( )• 


*8^ 


• * 

Ï1 est àf remarquer que les valeurs, de x et de y , prises par 
rapport aux signes supérieurs, désignent respectivement 
les grandejirs de X et Y\ et que ces mêmes valeurs , 
prises par rapport aux signes inférieurs , répondent aux 
grandeurs de x et de j'. Or , si l’on fait,, pour abréger, 

- 1 - / 8 * — /“ = 4 / çt »’ 4 -,^* 99 aura plus sim- 

iplement . . .i^-* ' 


, er’-f-^rAf , < 

er* — ^rM 

. JV . 


fir* itrM 

fir" — arM 

~ N * 

N 


Les coordonnées des points n» , m'oétant”connues , on 
cherchera l’abscisse AT à\i point où la droite mm' ren- 
contre l’axe AX\ et il est visible qu’en désignant par z la 
-distance .p' T, on aura cette égalité. 


d’où l’on .tire, aprèsnvoir employé les valeurs analytiques 
précédentes , et réduit , 






pas conséquent AJ’= _X -j- r =p X 4- 


-s.r 


(*) Les quantités x , y entrant <le la même manière dans' les équa» 
tioos (t) et (a) U s’ensuit que l’on obtieodra.de suite la valeur de 
par. exemple , en' cliaD^aaitf daw xdle de x , « eu iS , et récipro- 
quement. , • • 

c3 
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Si on substitue maintenant dans la formule (i) du 

y n 

n“. Go, pour a ta valeur artuelle = ^ et pour » 

r i3 

la quantité a X -f- z , on obtiendra , en accentuant 
la lettre r, 

m r' 

fi ~ X + *)‘— r»*' 

Cette expression , qui est celle de la tangente trigono- 
mëtrique de l’angle formé par l'axe AX et la tangente 
CT' an cercle A'B', étant délivrée de son radical , 
pourra; après y avoir remplacé X et r par leurs valeurs 
calculées plus haut , s'écrire ainsi : 



(«• 

aN 



r"=: 



et à cause de «* -f- =; iV, on aura 



Développant le premier-terme de celte équation , et chas- 
sant les dénominateurs , il viendra 

aV -H a -f H = r'*,3* , 

et enfin 



Telle est l’équation de la courbe d’intersecüon des tan- 
gentes jnM, m'M , dont le lieu est une parabole , Une 
ellipse ou une hyperbole , salon que r' ast égal ou plus 
grand, qu moindre que a. 
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â8. Inscnre une ellipse dans un triangle , de manièrt 
qu'un de ses diamètres soit situé sur la ligne qui passé 
par le sommet et par le milieu de la base de ce triangle. 

* C ^'8- 7^- 1 grand diamètre AB étant pris sur la ligne^ 

AT^ qui passe par le milieu de la base GH et par le • ' 

point T, le petit diamètre CÜ sera nécessairement pa- 
rallèle à la tangente GH, et les points de contact il/, il/' 
seront aux extrémités de la double ordonnée MM'\ parce 
qu’à une même abscisse correspondent deux ordonnées 
V égales, et que les tangentes qui leur sont relatives, se 
rencontrent sur le prolongement du diamètre. 

Cela posé, faisons GH—s.m, AG z=:m, ATz=zri , 
le diamètre AB = 2 . a' ^ son conjugué CD— ai'; et dési-* 
gnons par «, /3 les coordonnées OP, PM du point il/. 

L’équation de l’ellipse relativepienl à ses diamètres, est 

a’'u^ -j- , 

t étant considérée comme l’abscisse prise sur AB , et u 
comme l’ordonnée correspondante. Cette équation de- 
viendra, pour le point il/, 

a'‘/3’ + b”a‘=a'’i'\ (i) 

De plus, les points T, Jtf, H étant sur une même 
, . , AH PM 

droite, les rapporU — et , sont nécessairement 

yf I Mi i 

égaux ; ainsi , én employant la notation algébrique ^ 


I 
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ii|6 

on a. 

d’où l’on tire 


lPïlOi>OSITIO>JS 

m fi 

n n — a! — <» * 

(» — a' — «)m 


fi — 


(^) 


Enfin, pour exprimer que les lignes GT, TH sont en 
contact avec l'ellipse, on aura 


soutangentc PT ■=. 


c=n*— a'— «. (3) 


Ces trois équations renfermant une inconnue de plus , 
le problème demeure indéterminé ; c’est-à-dire , qu’il 
existe une infinité d’ellipses qui jouissent de la propriété 
"énoncée. Mais ce problème serait restreint à une seule 
solution , si l’on ajoutait cette condition , que l’ejlipse à 
décrire doit toucher le milieu du côté HT ; car alors on a 


et l’équation (a) devenant, par le moyen de cette valeur, 
fi — , il s’ensuit que les équatiens (i) et (3) se chan- 

gent respectivement en 


et 


a'*/n* -f- J" (n — 2 a' )’ = (i') 

‘ n = 3 fl'. (3') 


Cette dernière donnant &' = — — j la précédente fournira 

O 

= et par conséquent ~ = OD. 
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Le second demi-diamètre est donc moyen proportionnel 

Tn I . . 1 2 Hi , 

entre et m ou bien a cause de OA. = — — j et de 
O d . 

‘ . _ ■ 

PM = , ce même dcmi-diamèlre est moyen propor- 

tionncl entre OK et, PM. 

D’un autre côté , puisque a'=r; — ^ , le centre O de l’el- 
lipse »e trouve nécessairement sur la ligne HM' qui aboutit 
au milieu de OT: c’est une conséquence immédiate du 
théorème (n*. 5i.) 

11 est clair que si le triangle donné GTH était isocèle, 
les lignes AB, CD devraient être prises pour les axes 
mêmes de l’ellipse. On voit en outre que si ce triangle 
était équilatéral iT on aurait n = /n’ , et . . 

” 7 A A « 

r= - 7 p- = 1/ -TT"» meme tems que I on a. . • 

O ' O 


AO 


1 y ' 

0D = y ; ainsi dans ce cas l’ellipse dégénère er», 

cercle , comme on devait bien s’y attendre. 

Ces valeurs particulières de o' et è' se déduiraient non 
moins facilement des expressions générales; car il est aisé- 
de trouver que 

(m — ^)/i ^ 

a> — , bii=m i/ 

3.m — |S r am — /S 

Il est remarquable que' l’ellipse , décrite suivant les 
conditions qui viennent d’êtie énoncées, est- la plus grande 
de toutes celles qui sont'; ijtscriptibles dans le triangle 
ÜHT. • 


Digitized by Google 


PROPOS1TION4 


Iy8 


PROBLÈME. 


tiy. [ Fig. 76. ]] Décrire une courbe du second ordre qui 
pusse par un point donné M', et qui soit tangente aux 
côtés d'un angle MT xn , en deux points données in , M, 


Supposons que la rourbe .soit une ellipse. Joignez m M , 
et par le milieu P de cette ligne, tirez PT qui sera .sou..- 
tangente par rapport aux deini-<liamèlrcs conjugués AB', 
AC' formant entre çux un angle représenté par TPMf 
désignez par 

* ’ ^ I les coordonnées dçs points J 

fi' ^ ^ 4f 

«omptécs à partir du centre A, 

Soit de plus 

AB' = a', AC' = b', PT=m, PP'=n. 


L’équation de l’ellipse, par rapport à scs diamètres, est 
«'’«» -4- — a"b'\ 

Or , pour les points M\ M' donnés , elle prendra la 
jorme 

ti''fi'‘ + ( #' 4. n )• = a'’b'\ (i) 

«t 

' ' «'\8* 4- (2) 


Xi’expression de ta soutangente PT on m, est, pour l’abs- 
4- TJ, ou AP, J. 

t* +») . ' ' 

« 
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DE GÉOMÉTRtE. 
et de» équations (i) et ( 2 ) , l’on obtient^ 

o'’/8* 


.»99 


i'> = - 


b-= r> 


' 


a" — (a' + n)’ * 

égalant ces deux valeurs , l’on a , après la simpliûcallou, 
nécessaire, 

(8* ( o" — «'*) = /8"[ 

et parce que' Féquation (3) donne 

c'* = TO ( •' + n ) -f- ( U )* T 

on aura , en metUnt cette valeur dans J’cquation précé- 
dente , 

$'m «' -t- fi'mn -j-2/3‘tt'n -f-^n*=^*w «' +,8'‘/nn , 


d’où l’on tire 


, - ( ,8'» — /3* ) 7»n — /8‘n» - 

• ~ a/3’n— (/8'» — ^ 


«t par conséquent yiP ou 


«' + n = 


/8’n» 




2 nyS’— (/8'* — 40 - 

Maintenant que *'’+ b, est connue, la valeur de a' dé-r * 
duite de l’équation (3) sera exprimée par ' , - " . • 


' |/m (.'+«) +(«'+«)% 

et l’équation (i) donnera , pour l’expression ^ second 
4smi-diamètre ^ ' 

♦ o'fi' . ■ 
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t 

Les deux demi-diamètres conjugues «tant connus-, otu 
pourra déterminer la grandeur des demi-axes de l’ellipse,, 
et leur position à l’égard des diamètres. Quoique le calcul; 
qu’exige cette détermination .^e soit rien moins que dif— 
ficile , nous l’entreprendrons en faveur de quelques lec • 
leurs ; mais auparavant tirons quelques conséquences des. 
résultats que nous venons d’obtenir. 

11 peut arriver d’abord que les points m, JIL soient 
également éloignés de T, en même tems que a'=ô';; 
or, si ces deux circonstances ont lieu à la fois, l’angle 
TPM sera droit, et la courbe elliptique se changera eni 
oirconférence de cercle. 11 snit de là que 

^ C ■ 


fl'* = é'* = 




a”— ~f^n) 


T f> 


•’est-à-dire 


fl'* z= ( a' -f- n )> -b- /8*. 


D’ailjeurs fl.'* = m (m' -f- n y -f- ( «' -{-»)* ainsi de 
deux valeurs on conclura ‘ • 

t. m' ^ n zzz • 


Xgalant en outre celle-ci avec la .valeur (yi ) obtenue 
plus haut, il en résultera PT ou- _ 


3 /J*TÏ 


n* -f- /}'“ — 


Telle éVt- là hauteur qui convient au triangle isocèlej j^ouç 
que l.-î courbe à décrire .soit un cercle. » 

Si, dans l’expression générale de «' -f- nrzzAP., donnée» 
par l’équation , on avait a. » /?’ = — /?’ X t. 
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>n •= expression serait infinie , de mêm» 

<jue les valeurs de a' et de 6'; ainsi l’ellipse tleviendrait 
une parabole. Quant au sommet B' de cette dernière' 

courbe-^ on le déterminera en prenant TB' = j parce 

que dans la parabole la soiitangentc PT est dotîble de 
l'abscisse PB ' , l’origine des coordonnées étant rappor— ■ 
tée au point B'. De plus, l’équation de cette courbe, 
pour le peint ilf , et par rapport au diamètre AB ' , est. 


P m 

«• ^ 


p' étant le paramètre. Par conséquent pour- 


un point quelconque , on a: 


2 


m 


Enfin , si', dans l’équation {A), a nff^ < (/S'* — /3*) m,; 

ùu m '>■ — — ~ , le ^centre de la courbe cherchée serai 
/ 8 "— ( 8 ’ , . 

Mtué à l’opposé de AP, c’est-à-dire en A' ; et pour lors 
cette-courbe serâ-'une hyperbole dont oii, déterminera les 
demi-axes au moyen des demi-diamètres conjugués. Voici 
_ à ce sujet le dévelôppemcnt des calculs auxquels l’ellips» 
donne lieu.^ 

qoi Les dèux diamètres conjugués d'une ellipse étant donnés 
avec l'angle qu'ils * forment entre eux , trouver les deux 
demi-^axes. _ - 

t ♦ 

Il a été démontré (n"’. i46 et 147 . L. C. ) qu'entre les. 
deux demi-axes o, b, et les deux, demi-diamètres conjugués 
a ! ,, b! on, a ces deux celations ^ ' 
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Propositions. 


n 


fl> -f fi’ — a" + i'% 

' ^ ah ~ a'b'f, 

y exprimant le sinus de l’angle forme par tes diamètres 
conjugués. 

Si l’on ajoute à la première , et si l’on soustrait de 
celle-ci le double de la seconde , ou aura , * 

^ a* -f- fi’ -f- 3 «fi = a'’ -f- J'’ -{- 2 a'b'J",' 

• a’ -f- fi’ — 2 . ab ~ a*’ -f- fi'’ — a a'b'f\ 

extrayant la racine carrée , il vient, 

* a -f- ô = V^a'’ -f- fi'’.-f- a a'Vj\ 

a — fi ~ V^a'’ -f- fi'’ — a a'fi'/", . 

d’où l’on tire sur-le-champ, 

3a=\/(a'*-4-6'’-f-2a'fi'y’)-|-V/(®'’‘+^'‘ — 2a'fiy) , 
20'b'f) — — za'b'f^.^ . 

Ces quantités radicales se construisent tiommodément par 
le moyen du triangle obiiquangle ; car le preinier radical 
se rapporte au triangle dont la perpendiculaire tombe au- 
’ dehors , et le second radical , au triangle dont lÿ perpendi- 
'culaire tombe au-dedans. * s 

[Fig- 77-] Soit pour cet effet abaissée de l’extrémité ('/ 
du diamètre , la perpendiculaire C P sur son conjugué 
AB', et soit prolongée CP de la quantité C'D=:AB' ; 
on aura pour l’esprcssioD du premier radical j ^ 

> . ^ . 
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* 

AB = j / A O'-]- + i C’D X PC' 

— + û'* + a a'b'f. « ‘ 


Soit en outre C'PD' = AB' : on aura pour l’expressioa 
du second radical , " 


AD'=J/ AC>+ C'D>'— 2 C'Di X PC'' 

— l/i'* -f- fl" — 2 a'b'f. 

Le reste de l’opération n’a plus maintenant aucune dif- 
ficulté. 

Quant à l’angle C AB, voici comment on le dé- 
terminera ; on.litera des équations. 


a’b* 


m’ rf- n’ : 


(0 


o n’ -f" b'-m^ 

obtenues dans le (n°. 146, L. C.) la valeur de n; c’est^ 
à-dire, qu’en mettant pour m’ sa valeur i — n’ dans la 
première équation , on aura 

1 y t 

b 7 X a’ — a” 

sin CAB — n — — p Ir r — • 

a' r, a'—b^* ,< 

U en résulterait de même pour l’angle BAB'j, 
sin B AB' = y = 

' b' r a' b^ f» _ , 

t 

H existe un moyen d’obtenir les angles . . . » s 

C‘AB = i, l}lABz=t' indépendamment des d^i-dîa* 


\ 


r 
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mètres conjugués : «n effet, réqiiation de condition . . ^ 
a'Tuf -f- b^mp = O, trouvée au n". i 4 <> ( » pouvant 

être écrite ainsi. 


— i» 

tang t lang t' =: — f. 


parce que t a pour sinus n , et (' pour sinus ç, il sufTir»; 
alors de contbincr cette équation avec cette autre; 


tang (S' — e) =ky 


tang I' — tang ( 
I -j- tang t tang 0 ' 




dans laquelle I' — #, qui est l'angle donné B" AC', a une- 
tangente connue k. 

On procéderait d’une manière analogue pour l'hyper- 
bol e; mais dans ce cas les valeurs de a et de i, sont plus 
compliquées que celle» qui conviennent ^ l’ellipse , et ne- 
sont pas susceptibles d’une con.striiction aussi simple. Ceux 
qui voudront connaître la sofution du problème inverse de- 
.^clui-ri pourront consulter les Elèmens de Géométrie ana- 
lyfitjue par Garnier, page 222. Mais nous ne saurions 
trop le répéter, on rte peut bien se fortifier dans l'analyse 
tjn’en cherchant à vaincre soi-mème les dilEcultés qu’elle- 
présente. v » ^ 

PROBLÈME. 


gi. fFig. 78.] Trouver Véqmtion de la courbe ’DM'Q' 
dont la propriété est telle que , menant d'un point Jixe- 
A donné de position par rapport à une ligne CI>, des 
droites AD, AM' à tous ses points , chacune des parties^ 
, CD, MM' de ces lignes soit d’une grandeur donnée à. 

' • J » . ^ ' 

Prenez pour coordonnées du .système les droites AX.^ 


\ 
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■JiK respectivement parallèles et perpendiculaires à 4à 
«droite CH donnée ; et soit t 

AC == b ^ CD 

AP' = x', PM' = y'. * 

L’équation de la droite AM est y = Ax , ou . . ^ > 
y — - ^ X. Celle de la droite CB, qui est constamment 
parallèle à AX , est y b. 

Ces deux équations étant accordées ensemble , donneront 
pour l’abscisse du point M , x =■ — j— . ^ 

D’un autre côté , la distance AM' = x'‘ -\-y'' , 

et celle AM 4- ■W*. 

y, 

Or, k cause de AM = AM' — MM' , on aura, 

AM ^x'‘ -^y'^ — di 

égalant cette valeur de AM k’Xi précédente, il en ré- 
sultera a 

b' — , 

^ 

et en chassant les radicaux, on obtiendra pour l’équation 
demandée , ' . , 

f 

y"' — i.by'^-^h'y'* — dy"-\-x'y*— 2 .by'x'y-\'b'x'^z=.o. 

La courbe à laquelle cette équation donne lieu"", se nomme 
conchoïde. Nicumède, qui en est l’inventeur, s’en servit 
pour la résolution du problème de*deux moyennes propor- 


4 


ioG PaOPOSITTÔNS 

liônnelles. {Ilist. des Math.,f3T Montucla, tom. i. p. iSS.) 
Il est visib'^e que la droite CB est l’asymptote de cett« 
courbe. 

Le problème dont nous parlons, et qui fut célèbre dans 
l’antiquité, est maintenant de peu d’intérêt pour les geo-* 
mètres : considéré numériquement, sa solution dépend sim-< 
plement de la résolution d’une équation du 3 ‘. degré à 
deux termes. En Voici Une solution géométrique. 

Soient a, b les deux lignes entre lesquelles on veut 
insérer les deux moyens proportionnels x, y’, on aura 

a : X :: X :: y : b, 
d’où l'on tire Us deux équations suivante» , 

— ay = O , y* — bxz=o, (t) 

' qui donneraient les lieux de deux paraboles; mais en les 
ajoutant, on obtient 

-|- X* — ay — bx = o , , (2) 

Si, donc les axes des coordonnées sont rectangulaires, on 
aura les lignes x,_y cherchées, par les intersections de l'une 
des paraboles (i), et du cercle dont l’équation est (2). 
Telle est la solution géométrique la plus simple que l'on 
puisse donner à ce sujet. » 

On voit , par cet exemple , qu’une combinaison bien 
simple des équations (i) a donné lieu à une autre courbe 
susceptible d’être employée dans la solution cherchée. On 
aura , par la suite , d’autres occasions de s’assurer qu’il 
suffit xquclqiiefois d’opérer d’une certaine manière sur 
les formules données immédiatement par les conditions 
d'un problème , pour e# obtenir des constructions simples 
et élégantes. 


> 
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PROBLÈME. 

« 

{ * 

92- [F ig. 79. J Trouver l’équation de la courbe AJIC 
dont la propriété est telle que, si ayant décrit sur une 
droite donnée AB comme diamètre , le demi-cercle AM'B, 
et ayant élevé par le point B la perjtendiculaire BN, 
on tire par le point A et par un point quelconque M 
de cette courbe , .la droite AMN qui rencotitrc en M' 
la demi-circonférence , e/ en N la droite BN , on ait 
toujours AM = M'N. 

» 

Soit la ligne donnée AB = zr, et x' y' Içs coordonnées 
du point M de la courbe proposée. ^ .■ 

Puisque AM doit être égale à M'N, quel que soit d’ail- 
leurs l’angle N AB , il est clair que l’on aura dans la inênif 
circonstance AP —P' B; ainsi AP = zr — x'. 

L’équation du cercle étant _y*= 3 rx — x*, lorsque l’ori- 
gine .est au point A de la circonférence ; on aura pour 
le point 3 /' , . 

a 

^•= 3 r(ar — x') — (ar — »')’» 

% 

et l’équation de la droite AN deviendra pour le même 
' point , ' tt 



Carrant celle-ci, et égalant son second membre à celui 

de l’équation précédente ( on aura , réduction faite , 

• 

( a r a:') — *'? = O. 


\ 



T 
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C’est 'la cissoïde dont JJioclès fit usage pour résoudre 
problème de la duplication du cube : problème qui a été 
traité au n°. 170 de VApplicùt. de l’Àlg. à la Géom. de 
Lacroix. 

Nous parlons de ces espèces de coûtâtes , afin de faire 
voir que l’analyse s’applique à toutes les questions possi- 
bles de géométrie , et dans la vue de donner une idée des 
moyens ingénieux que les géomètres anciens avaient ima- 
ginés ^our résoudre synthétiquement des problèmes qui 
étaient pour eux d’une grande difficulté, parce que l’algèbre 
leur ùtait inconnue. . . 


problème. 


,cj 3 . I^Fig- flo.] Quatre règles AM', Am', M'M*,m'M* 
étant attachées ensemble en forrne de parallélogramme , 
de manière (ju’ elles aient la liberté de tourner autour de 
leurs angles comme charnières; elles règles m'M", M'M*^ 
'‘étant alongées des parties mm', MM' respectivement 
égales aux règles \m' , AM', déterminer la nature des 
courbes qui seront décrites par les points na , , lorsque 

le système tournant autour du point A comme pivot , le 
point M parcourra une courte connue. 

’ i': ' 

Soit pris le point fixe A pour origine lïes coiirdqnnces, 
Tectangles AX , A Y, et appelons 


',r \ 

", Y" ) 


X, Y 
X 
X 


les coordonnées 

< A'' 


des points 
Faisons de plus AM'-. 


M', 


' x,y ■» celles i m 
xè y' Ç des points \ m' 


Am' = «' 
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Premîlte Solution. Il résulte d’abord de la construction 
que les trois points «, A, M «ont en ligne droite ; car à 
cause des parallèles mM" , AM' et Am ' , MM ' , les angles 
mm' A , m'AM ' , AM'M sont égaux ; d’où l’on doit con- 
clure que les triangles mm' A , A^PM hoceies sont néces- 
sairement équiangles. Donc , quelle que soit la position 
de l’instrument, on aura toujours, entre les trois angles 
autour du point la relation 

mAm' -f- m'AM' -f- M'AM 

q désignant le quadrant ou le quart de la circonférences 

Maintenant si l’on mène A'M parallèle à AP^ et que 

l’on prolonge les ordonnées PM', PM'i jnsques en 

N', N», le sinus de l’angle M'Mfl' sera exprimé par 

, M'N' P'M* — PM' 

le rapport * d’où l’on tire .■ 

par l’emploi des valeurs algébriques , 

a{Yii-Y')=a' iY'+Y)' (,) 

De même le cosinus de l’angle M’MN', aura pour expresr 
N'M A'N' — A'N» . . 


K • 


sion 


M'M 


3PiM' 


ainsi , 


a(X' — F»)=a'(A*— X'). 


(*) 


D’un autre côté le triangle rectangle M'N'M donne 
cette équation, 

• I 

(P+1 )> + (x-xo*=«v 

qui étant développée et simplifiée , au moyen de la rela*é 
tion X'* 4* Y" = o% fournie par le triangle APM ' ,, sc 

*4 
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Proposition» 


rciluFt à 


X' -f- — 2 XX' — zrr- o. 


( 3 ) 


Cela posé, si on résout les équations (i) et (a) par 
rapport à V et X ' , on aura , 


aY'i^a’Y 


X' = 


aXf-i- a'X 
• a -J- a' 


Ensuite , si rtn met ces valeurs dans l’équation (3) , et 
dans la relation X" + E'* = a* , il viendra , 

( a'X + aX" )’ + ( « E» — a' E)’ = «* ( ® 4 - a' )’• 


On obtient, par rapport aux points m , m' , M", des 
équations analogues à celles (y/), (-B) q*'* sont relatives 
aux points M , M' , M" ; et il suffit pour cela de changer 
dans celles-ci X en—*; E en— a en a', et vice 
versa; ce qui donne, 

(a' — a) (x'+y^') = — 2a' (_X»x—Y>y), {A') , 

{a'X'>—axy-Y Ca'E«-t-aj)’=a'v(a-|-a')*. (£') 

Ce changement est fondé sur ce que les coordonnées », 
y sont respectivement dans une situation opposée à celle 
des coordonnées X, E, et qu’elles doivent, pour cette 
raison, être affectées de signes différens. An reste, on 
pourra parvenir directement à ces derniers résultats par 
une marche sémblable à celle que nous venons de suivre. 

Le système d’équations (X') , (B') étant , a la différence 
des signes prés, le même que celui qui est de'signé par 
(X) , (;C) , on est en droit de conclure que si le point il/ 
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ÿfarCourt une courbe, le point m en décrit une semblable, et 
■dont le rapport à l’autre est comme a' ’ a, 11 est visible 
«n outre, que ces équations, étant jointes avec l’équation 
de la courbe parcourue par un des points m, M", il/, suf- 
firont pour déterminer la nature des courbes décrites par 
les deux autres points; car, à cause des six inconnues 
X, y, x,jr i X", y, et de la coexistence de cinq équa- 
tions , on arrivera toujours , par l’élimination , â une 
■équation entre deux des inconnues que l’on considère. 

Supposons, pour exemple, que le point M parcoure une 
droite donnée par l’équation Y~o (c’est, comme l’on 
sait, l’axe meme des abscisses ) , déterminer la courbe que 
décrit en même tems le point M", 

LA équations (/4) , (B) qui si rapportent au monvement 
du point il/ deviendront , en y faisant F=o, 

(a — a')Xt=3iaX» 

{a'X + aX » )> + m’¥”*z=a* (a+a'y ; 

«t en éliminant X de la seconde,' au moyen de sa valeur 
prise dans la première , on aura 

a'riT‘+ÇaX» 4- = O» (a + a' )• , 

d’ob l’on tire , pour l’éqnation de l’ellipse décrite par I« 
point il/*, 

% 

(o—a')* — ®’)** 

Si , dans celte équation , l’on fait F® = o , on aura l’ex- 
pression du demi-petit axe de l’ellipse pris sur XX : en y 
faisant au contraire X" =zOf on obtiendra l’expression 


aia Propositions 

du demi-grand axe pris &\it AY\ Dans le premier cas l’on a 


X"=a— a', 

et dans le second , 

11 suit de U que si deux axes m , n d’une ellipse sont 
donnés, on trouvera les longueurs des deux règles a,- 
o' , de manière que le point M parcourant une droite , 
le point AK décrive en m^u.e tems l’ellipse demandée. 
En eflet, l’on aurait 


TO= 2 (o + <»'), »=a(a — •') 

et par suite , 

m + » m «—R 

Ce moyen très-simple de décrire l’ellipse par un mouve- 
ment continu est plus commode que celui qui consiste à 
faire tracer cette courbe par un des points d’une règle 
dont les extrémités sont assujétles à glisser le long de 
deux autres règles fabant entre elles un angle quel- 
conque. 

2 *. Solution. On pourrait au surplus, par des consi- 
dérations particulières , obtenir à moindres frais l’équation 
de la courbe décrite par le point M", lorsque le point 
M parcourt une droite , et c’est à quoi l’analyse suivante 
va nous conduire. 

Soient**, y* fes coordonnées de m" [Fig. 8i.], et 
adoptons d’ailleurs la même construction et la même 
notation que précédemment , en faisant de plus . . . 

Cela posé , le triangle AM'M étant isocèle , on a 
'AP — . PM, et APi = pm. 
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D’un antre côté, la courbe CM' B éunt évidemment 
un cercle dont le rayon est AM'^ on a entre les coor- 
données du point M' la relation 

r'* = a‘; (ni) 

' ‘ . Y" Y' 

et parce que le sinus de l’angle M'MA = • — ^ ; 


d’où 


Y< = 


YTa 

« -f- a' * 


que 


X' 


son cosinus : 


X» 


a — a' 


d’où 


X'=- 


aXf 

O — a' 


l’équation (m) deviendra 
a'Xff* 






(a — a' y (a + a')‘ 
ou bien comme ci-dessus ^ 


(a— a:)*r»>-f-(a+a'yX»*=CaH-a')*(a— a')*. 

n n’est pas difficile de prouver que quel que soit 
l’angle AM'M, la longueur de la droite MN est tou- 
jours égale à aà. 

Les jeunes mathématiciens, qui cultivent le dessin 
^ topographique , verront sans doute avec plaisir que le 
problème que je viens de résoudre d’une manière géné- 
rale, renferme implicitement toute la théorie du panto- 
graphe. La nature de cet Ouvrage ne me permet pas 
d’étendre plus loin ces considérations ; mais ils peuvent 


2i4 ProIposïtio»» 

voir mon Traité de Topographie', d' Arpentage et dè 
yeUement , sur ce qui a rapport à la théorie et à l’usagfr 
de cet instrument. 

PaOBtÉME. 

^ 4 - Faire passer une courbe par plusieurs points donnés^ 
[Fig. 82 ] Soient. 



■ les coordonnées respectives des peints connut |, 

M M' M» M"\ 

II est évident que, puisque dans l’énoncé du problème 
rien n’indique l’espèce de courbe qui doit passer par 
les points que 'l’on considère , on peut donner à volonté 
tant de solutions que l’on voudra, en faisant usage des 
courbes qui soient, ou non , susceptibles d’ètre exprimées 
par des équations ; mais pour nous arrêter aux solutions, 
les plus akées à employer , nous observons avec M. La- 
grange ; « Que quoique le cerçle soit après la ligne droite 
« la courbe la plus facile à décrire, elle ne l’est pas par 
« son équation entre les coordonnées rectangles. Sous. 

«1 ce dernier point de vue , on peut regarder comme les ^ 
« plus simples les_ courbes dont l’ordonnée est exprimée 
V par une func^on. entière et rationnelle de l’abscisse^, 

« tcl|^ que 


V = -f. Bx 6 ’æ* -f- Dx^ .... 
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« Ces sortes de courbes* se nomment en général parabo- 
1 liqurs, parce que l’on peut les considérer comme une 
« généralisation de la parabole qui a lieu lorsque l’équa— 

« tion n’a que les trois premiers termes. On en a déjà va 
« l’usage dans la théorie de la composition' des équa- 
« tions (n®. iya£. C. ) ; et leur considération est tou- 
« jours utile dans la gradation des courbes, car l’on 
« peut toujours faire passer une courbe de ce genre par 
« tant de points que l’on voudra d'une courbe proposée , 

« puisqu’il n’y a qu’à prendre autant de coeiBciens indé- 

« terminés Af B y C, D. que l’on considère de- 

« points, et déterminer ces coefficiens de manière que 
« les abscisses et les ordonnées pour ces points soient 
« données. Or, il est clair que quelle que puisse être la 
<c courbe, proposée, la courbe pprabolique, ainsi traitée, 

« en difTéffefa^’autaiH moins, que le notpbrc des points 
« donnés sera plus grand , et leur distance moindre. ,» 

En effet, dans la circonstance actuelle, on, a entre 
les coordonnées des points il/, il/', M" , M’" y qui ap.-- 
partiennent à la courbe parabolique, les relations 

P — — f- Bk — j— .4* -f...... 

r= A Bx' + Cx'' + Bx'^ 4- 

■ £ yî 4 - Bx" 4- Cx"‘ 4 Bx"'^-{- 

p!"= A + Bx"'-\- C«'"*4 jD«'"?4-;.... 

’ /y , 

, M . t " V- • 

desquelles on peut tirer , par l’élimination ordinaire aor 
premier degré , les valeurs des coefficiens, Ay B , C, B... 
mais ces valeurs s’obtiennent encore avec j^liu de fa- 
cilité par le procédé suivant. 

Si l’on soustrait les équations précédentes ruiie d» 
l'autre, on aura , 


Pbopos'itions 


ai6 


fi' —fi =Biu' — u )-hC(a'‘ —a' 

fi"— fi' «' ) -f 

fi"'—fi"=£(a'"—a") + +.... 

C«s reste* étant respectivement divisibles par «' — «, 
, on obtiendra pour qu o tiens , 

=5+q*' ) +!)(<.'> +.' « 4-«* )+ 

I «• m 

fl'« a» 

V =^+ CU"'-h>")+JJ(M'"’-t-»'"a"+0"‘)+ 

Les valeurs des fractions qui composent les premiers 
membres de ces équations sont connues ; ainsi , faisons 
pour abréger, 



fi" — fi' 


v't 



On trouvera de cette manière 


iÇ) -=C + Diu" + m'+»') 

+ D («'" + ** + «') 

Soit de même , pour abréger , 



on trouvera 


/ 
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: D et ainsi de suite. 


On voit par là que les valeurs des coefficiens A , B ^ 
C, i) .... s’obtiennent à partir des dernières. Pour don- 
ner un exemple de cette détermination , supposons que 

réquâtion précédente soit terminée à ■ ■■ ■ ■ - = C, ou ^ 

* * t . m.“ — tt 

ce qui est de même, que l’on n’ait que trois points don- 
nes Af, M' , Mf , auquel cas l’équation proposée sera 

y = A Bx 4- C** ^ 

•t les quotiens ( Ç ), ( Ç' ) se réduiront à 


^ = £ 4- C (•' -}- •) =S y. 


(O 


y — y 

«V __ - 




Substituant la valeur de C dans l’équation (i), on aura 
B = y — • ik' — 

Substituant de même les valeurs do C et de B dans 
l’équation , . - 

fi A B» -f- C«* t 

on aura, après avoir réduit, 

A fi — y» — S'a»' } 

t 

«n mettant cca valeurs de , jB, C dans l’cquatlo» 




s 




\ 


/ 
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proposée , il viendra , 

y = iS -f- y (*—,) -f- /■ C * — - 

Le même artifice de calcul, employé dans la détermina- 
tion d’un plus grand nombre de coefficlens, conduirait » 
cette formule plus étendue, et dont la loi est iàcile à 
saisir, 

«(•»-«)(*-*')(*-« 'O--- 

M. Lagrange , qui rapporte celle solution d’apres 
Newton, {^Cahiers ‘de VÉcoU Normale') , observe que l’oa 
peut parvenir à un plus grand degré de simplicité par la 
considération suivante : 

« Puisque , continue cet illustre géomètre, y doit de- 
« venir /8, Ni <8* lorsque x devient «, «*..*. il 

« est aise de voir que l’expression de y .sera de celle 
« forme , ~ 

yxxA'^-if- B' N + O N' + 

« où les quantités A', B' , C'... . doivent être exprimées 
« en. a: , de manière qu’en faisant æ =; « , on ait A' — i y 
« B' = o, C' = o....que de même en faisant * = «', 
« on aItyf'=:o, B' = t, C=o^,., qu’en faisant x= 

« on ait pareillement A' — o, B'=o, C' = i .... ainsi 
« de suite ; d’ou if est facile de conclure que les valeurs 
« de A', B' , C'..., doivent avoir la forme 

(.■C ^ 

( « a — «'" ) 

B' — ( «) — a") jx — a"') 
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• en prenant autant de facteurs dans les numérateurs et 
« dans les dénominateurs , qu’il y aura de points donnés 
« de la courbe moins un. » 

« Cette dernière expression de quoique sous une 
« forme différente de la première, revient cependant au 
« même , comme on peut s’en assurer par le calcul , en 
« développant les valeurs y, /, e..... et ordonnant les 

« termes suivant les quantités fi, fi', fi» mais elle 

« est préférable par la simplicité de l’analyse sur laquelle 
« elle est fondée , et par sa forme même qui est beau— 
« coup plus commode pour le calcul. Il suit de là que l’on 
« pourra construire géométriquement tant de termes in— 
« termédiaires que l’on voudra d’une série quelconque 
« composée de plusieurs termes : ce qui est fort utile pour 
« remplir les lacunes qui pourraient se trouver dans dej 
« suites d’observations o,u d’expériences , ou dans des tables 
“ calculées par des formules ou des constructions données»^ 
•t c’est en quoi consiste la mithode d'interpolation^ , 
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TRCISPÈME SECTION. 

GÉOMÉTRIE AUX TROIS DIMENSIONS. 


CHAPITRE PREMIER. 

De la Polyédrométrie. 


95. Lorsque les Géomètres se furent occupés de la re^. 
cherche des propriétés des figures planes rectilignes , ils ne 
tardèrent pas è découvrir plusieurs théorèmes remar- 
quables sur les polyèdres; néanmoins, cette partie de l'a 
géométrie des solides, dans laquelle on considère les di- 
verses relations qui subsisent entre les angles dièdres et 
leurs faces , est encore trop peu avancée pour former une 
* doctrine complète. Par cette raison je ne m’attacherai^ 
comme dans le i**. chapitre de la deuxième section , 
qu’à faire connaître quelques-uns des théorèmes élegans 
que l’on doit à MM. Lhuilier et Carnot. Quant aux 
propositions que l’on a coutume de considérer dans les 
élémens, et qui se rapportent à la polyédrométrie, on 
en trouvera l’analyse détaillée dans la Géométrie de 
Legendre. 


l 
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L E H ftl E. 

Si on projette une suif ace plane sur un autre plan , par 
des perpendixntldres à alvi-ci^ la prejection de cette 
surface sera égfe à son aire multipliée par le cosinus 
de l'angle des deux plans. 

Ainsi , soit a l’aire projetée, b sa projection orthogonale, 
et I l’angle des deux plans ; en aura 

j = O cos I , ou ÿ = a cos ( a , £ ) , ' 

en désignant l’angle dièdre ( par (a, b). 

Je ne donnerai point la démonstration de ce lemme ,; 
parce qu’elle se trouve dans les ouvrages élémentaires 
auxqueb celui-ci se rattache ; mais je tirerai pour consé- 
quence de cette proposition le théorème suivant. 

TnéoRÉME. 

^6. L’aire de l’une des faces d’un pofyèdre quelconque est 
égale à la somme des aires de toutes les autres faces 
multipliées par le cosinus de l’angle qu’elles forment 
avec le plan de projection. 

Soient a, b, c, d les aires des faces d’un po^ 

lyèdre ; on aura en vertu du lemme précédent, et en t 

prenant successivement chacune de ces faces pour plan 
de -projection f * 


J 
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Propositions 


a — b cos (a, J) +c cos (a, c) -f- J cos (a, rf) ^ 

b — a cos ( ô, a) 4- c cos (6, c) -i-d cos (6, d) > (yrf) 

« = a cos (c, a ) 4" ^ cos (c, i) 4"'^ cos (c, J),....* 


Les angles (a, i ), (a, c)..... désignant les angles 
dièdres intérieurs du polyèdre. 


TnéoRÉME. 

t) 7 . Si on nomme base d’un polyèdre une quelconrpte de 
ses Jdces, le produit d'une face par le sinus de son 
inclinaison sur la base , est égal à la somme des produits 
de chacune des autres faces par le sinus de son incli- 
naison sur la base, et pat le cosinus de l'angle formé 
par les communes sections du plan de la base avec la 
première face et avec celle des faces restantes qui est 
prise comme facteur. 

Multipliant snccessiveinent les dens membres de la 
première des équations (y<) du n“. précédent par lès 
coefficiens de a dans tes suivantes, et ajoutant les pro- 
duits aux membres correspondans de ces dernières , on 
trouvera pour résultats indépendans de la face a, 

l sin*(û, b~) =c [cos (6, c) 4- cos (a, b) cos (a, c)] 
-f-d [cos (i, d) 4- cos (a, b ) cos (a, ^3 


X 
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233 , 

c sîn *(a, c') = b [[cos (i, c) -f- <^os (fl, i ) cos (fl, c )] 
[cos (c, d) + cos (a, c) cos (a, rf)] 


et ainsi de suite. 

Maintenant si on désigne par /S«y l’angle formé par 
les deu.x communes sections du plan de la base a avec 
chacune des faces 6 , c ; et qu’on adopte une dénomw 
nation pareille rela’'vement aux autres faces , on aura 

à cause de 

cos( 5 ,c) -f-cos (a,6)cos(a,c)=sln(a,è)sin (a,c) cos (tl«y)^ 
( Trigon. de Legendre, art. 8t) , les équations suivantes, 

isin(a,J)=csin (o,c) cos (j8ay)-f-<îsin(fl,<^) cos (/Sjté') + etc^ 
csin (fl,c) =5 sin (a, 4 ) cos (^«y) 4-<fsin (a,d) cos (y«t^') -f- etc. 


ce qu’il fallliit prouver. 

Théorème, 

98. Dans tout polyèdre le carré de la moitié de sa surface 
est égal à la somme des produits de toutes les faces 
multipliées deux à deux , et par le carré du cosinus de 
leur demi-inclinaison. 

Cette propriété se ‘reconnaît d’abord , car si , après 
avoir multiplié chacune des équations du n*. tjG par 
son premier membre , on ajoute ensemble toutes ces 
équations , et qu’aux deux membres de l’équation ré- 
sultante on ajoute encore le double produit de toutes les 
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faces prises deux à deux , on aura à cause de . . 

I + cos (a. b) ,, ,, , 

^ = CO»* -J ( a , O J , etc 1 équation 


suivante , 


^ ^ ^ =raAcos*î(a,6)-}-accos*;(a,c) 

-f-/uIcos‘i(a,d)-f-etc 

qui est précisément la traduction analytique de l’énoncé* du 
théorème. 

Th£o&éme. 


La somme des carrés de toutes les faces d’un polyèdre , 
est égale au double de la somme des produits de toutes 
ces faces multipliées deux à deux , et par le cosinus de 
T angle dièdre qu’elles comprennent. 

En effet , si on multiplie les deux membres des équa- 
tions (A) du n*. 96, respectivement par a,b, e^ d..-, 
et qu’on ajoute tous ces produits, on aura, comme le 
porte l’énoncé du théorème , 

O’ -f- b‘-f-c^-f-d‘-f- ■=:zab cos (a, b) -f-aac cos (a, c") 

-f-2 ad cos (ayd} -f-abc cos (b, c) 
*f- etc 

Ainsi, les polyèdres jouissent, par rapport ‘à leurs faces 
et aux angles qu’elles forment , de la même propriété que 
les polygones à l’égard de leurs côtés et des angles qu’ils 
comprennent (n®. 37). Cette remarque s’étend au théorème 
suivant. 
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'• Il I .. 

koù. ï)dns lotit ’polyèâre h entré d’une face est égal à 
la somme des carrés des autres faces , moins deux fois 
la somme des produits de toutes ces' autres’ faces multi^ 
pliées deux à deux , et par le cosinus de Vangle dièdre 
■qu elles comprennent. 

. t \ . . 1 

, Opérafnt 'tomme dans ïe n*. ij , on a sur^lê-champ 
— o.\_bccos (6, c) rf-Wcos (i| 

\ ■> 

Ainsi, pour la pyramide tiiatigulaire <jui est,, Ç<|nni .les 
Ipolyèdres , le torps le plus simple , on a 

J 

“ <a'*=ri'’-f-c’4-d’‘-2[^iccos (i,c)4-Wcos(i,J) ‘^cdcos{c,d)y. 

Mais lorsqu'un des angles Irièdres est formé de trois 
angles droits ; par exemple, lorgne les faces 6, c, d sont 
■des triangles rectangles , les angles dièdres (è,c), 

*(c, </) sont droits, et pour lors l'expression précédente 
SC réduit à 

n» ;= 4* 4- c* + d' \ 

c’est-à'idire , que dans un tétraèdre rectangle le carré de 
•la face opposée à l’angle ttirectangle est égal à la somme 
■des carrés des trois autres faces ; propriété analogue à 
celle du triangle rectangle. 

De Gua , dans les Mémoires de l’Académie des Sciences^ 
année i^SS, avait déjà démontré ce cas particulier; mais 
MM. Lhuilier et Carnot sont les premiers qui l’aient 
généraÜsé , l’un dans sa Polyédnmétrie ( Mém. présentée 

•i 


Digitized by Google 


àaB PKorosiTiOMt 

à l’Institut par les savans étrangers , tom. I ) , Pantre 
dans sa Géométrie de position. On trouvera , dans le pre^ 
mier ouvrage, le développement du procédé i suivre pour 
déterminer la somme des produits d’un nombre quelcrrntpse 
de masses par les carrés de leurs distances à un point 
fuelconque. 1 . C’est encore M. Lhuilier qui a démontré 
(^Mémoires de Berlin , année 1786) , ce théorème, savoir t 
si d’un point pris dans l’intérieur d’un polyèdre on aiatsst 
des perpendiculaires sur ses faces , et que sur ces perpen- 
diculaires on prenne , depuis -ce point, des droites qui 
soient entre elles corÊme ces faces , ce point sera le cesUre 
commun de gravité de poids égaux placés aux eestrhtdtis , 
de ces perpendiculaires. ,• ^ ■ 

Ces |>roposilion8 peuvent être traitées aivéé.<iltset dé 
simplicité en (lisant usage des principes de la ^lyédio* 
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CHAPITRE. IL 


î)es équations du point ^ de la ligne droite 
et du plan , considérés dans l’espace ; et 
de quelques propriétés des projections. 


loi. Je n’énoncerai ici, comme dans le chapitre a de 
la 11°. section , que la plupart des propositions préliml.^ 
naires relatives à la ligne droite et au plan , parce qu’elles 
se trouvent résolues dans V Appendice à l’application de 
l'algèbre à la giomitrie , de Lacroix, et dans le i'°. vo- 
lume de son Traité de calcul différentiel. Au défaut de 
ces ouvrages , on peut voir aussi sur cette matière la 
i«. partie de la Géométrie analytique , par MM. Monge 
et Hachette , ou le Traité analytique des courbes et des 
surfaces du premier et du second degré , par Biot , etc. 

Un point est donné dans l’espace par ses distances à 
trois plans coordonnés, et 

= = 2 = y s. 

sont les équations de ce point. Deux d’entr^ elles appar-> 
tiennent à sa projection sur un des plans coordonnés f 
les deux premières , par exemple , déterminent la pro- 
jection du point sur le plan des scy. 

11 est évident que les équations précédentes sont aussi 
celles de trois plans respectivement parallèles, aux plans 


5 


i 

1 
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<1es yg, xz , xy. Le point proposé est donc le sommet 
de l'angle trlcdre que les trois premiers plans font entre 
eux : cette conséquence est encore vraie par rapport à des 
plans coordonnés obliques. 

102 . Si deux points ont respectivement pi^ir coordon- 
nés rectangulaires xyz , leur distance sera exprimée 

par 

V^( X — x' )* — (y — / )V-4- ( r — z' )• ; 

ainsi l'équation de la surface de la sphère, rapportée de 
même à des coordonnées rectangulaires, est 

(*—«)* + (y— = 

H dénotant le rayon, et «, ,3, y étant les coordonnées 
du centre ; il est évident que lorsque l’origine des axes 
est à ce point, on a seulement 

X* -f 4- Z’ = R'. 

telle est l'équation la plus simple de la splière. 

103. Une droite est déterminée par les équations d* 
deux plans projetans qui la contiennent ; ainsi 

x = ûz-f-«, y z=.hz ^ 

fixent cette droite dans l’espace. « 

De ces deux équations , il résulte une troisième que 
l'on obtient en éliminant z , et qui appartient à la troi- 
sième projection de la droite sur le plan des xy. 

104 . Une droite qui passe par un point donné x'y'z\ 

a pour équation , 

x~x'=a(z — z')» ^ = A(z — z'). 
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Deux d’roites sont parallèles dans l’espace lorsque les 
intersections de leurs plans projetans avec les plans coor- 
donnés sont elles-mêmes parallèles ; d’où il suit que si 

JC=raz-f-«, = 

sont les équations de la première droite ^ 

:e=az-j- a', jr = 6z + fi* , 

1 

seront celles de la seconde. 

io5. fieux droites, qui ont pour équations aux coor- 
données rectangles 


X = az » 
jr =èz-f- fi 


) f X =z a' 

} “ \x = ^' 


— a' Z -f- 
b' Z -f- fi' 


et qui SC coupent dans l’espace , forment un angle F, 
dont le sinus , le cosinus et la tangente sont respecti.- 
vemcnt " ■ 

. „ — b — b' y+iab'-a'by ^ 

sin r = ■ ■ ■ — — ■ ■ . ■ ■■ ■■ — ^ X 

V (1 + a* + ) ( I + a" + è" ) 


cos V = 


1 aa' bb' 


tang V : 


1 + a»_-f ) ( ‘ + *" ) ’ ^ 

\/ ( a — a'')’ -f- (6 — C aé' — a'b )* 

. 1 -f- aa' -j- bb' 


Lorsque cet angle F est droit, on a cos F=o, et paif- 
conséqisent - 

1 -f- aa' -f- bb' = Oi 

Si l’une de ces droites , la seconde , par exemple, coïn-» 
*ide avec l’axe des z , dont les équations sont 
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jyrco, on aura a'—n, b' = o\ et en désignant par Z 
l’angle que la première droite fait avec cet axe , on 
obtiendra 

I 

cos Z — . / ■ — . 

1 + «> -JL 

De même , si X et X sont les angles que cette droite 
fait avec les axes des y et des 'x , on aura ■ 

V ^ V « 

cos I = y COS A = — , — ■ ■ . 

l/l + fl’ 4- A* + <-k- b' 

Il suit de là qu’en ajoutant les carrés de ces trois der- 
nières équations , on parviendra à çette relation remar- 

cos *X -f- cos ’K-f- eus xz l y 

laquelle consiste en ce que la iQmmf èks carrés des co^ 
sinus des angles qu’une droite fait avec les trois auglet 
rectangles , est égale au carré du myon. 

io6. Lorsque deux droites sont dans un même plan, 
on a nécessairement , entre les constantes qui entrent dans, 
leprs équations ( n®. io 5 } , la relation 

(o‘_fl)=o. 

Ï07.* L’équation générale du plan est ■ ' 

yfx -JL By -f- Cr -JL D = P ; 

et comme op peut lui donner la forme suivants 
Z z= ax -t- -f- c, 

faps Ipi rien Oitejr de s^ généralité, ^ s’ens.ujt ^uè 
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quatre constantes A , B , C ^ D , trois seulement 
sont nécessaires pour particulariser ce plan.,, On pourra 
donc , dans les applications , égaler à l’unité un de ces 
coef&ciens ^ ou bien le déterminer ipar. des' condiüons 
particulières ; le plus souvent on les conserve tom quatre, 
afin de rendre les calculs plus symétriques. ^ 

On obtient les équations des lignes suivant lesquelles 
un plan renpontre les plans coordonnés , en faisant suc- 
cessivement « = o,y = o, ce — O, d^ns l’équation de 
ce plan. Ces lignes d’intersection se nomment aussi les 
traces du plan proposé sur ceux des' cez, y^- \ 

Si un plan est assujéti à passer par trois points x'y'z'f 
cé"*y'"z", son équation générale fournira les re- 

. • . , .il 

lations suivantes ; .... 


' •! ‘lllll- • 


- ’ a _■ 


Ax’ + Cx> + P r= q, 

Ax" -f- By'^ 4^ Ck" i) c= 0,' 

et de. là on tire aisément 


-fr-' 




A=z' (>» -y»/) 4- Z» Cr»"— J*) + z"> tr'-y"<)\ 

B=a:' ( «* — ) H- X» ( r'" — *' ) 4- ( z' — 2» ) , 

D=M'(y*'z"* — y”'z"')^-x''(y"'z' — y'z'"')-}-x'*'(y’!t*-^'fz'), 

Il ■*' i ‘ *. ! K ..CI.",.. ‘I l’-.iîj •*( J . 1 

. . En soustrayant |a , première dès équations; préç.ejjeotes 
^de l’équation générale j 4 x 4;,-^ + + -01=;®, » on, a 

A{x — x')+B{y —y' ) 4- C ( z -Az' 

C’est celle d’un plan pas^nt par un^point donné x'y'z'. 
Il est remarquable que si t , t", t* sont, sur les plans 
dçs :çy, «e, ^2} les aires des ...projections du triangl» 


<1 


à 3 * î R a P' » s t T r O ir » 

fonnë par les A'okcs ^ni joignent deux d'eux Ibs pouth 

donnés^ oa aura. '• 

. ' . e=iC, t's=iBf *» t=iA. . 

io8. I)eux plans ou deux snr^ces quelconques qui sc- 
eoiipenl , ont , à leurs, points d’intersection , les mêmes, 
coordonnes; d’où il suit que si^ de leurs équations quï 
ont lieu en même tems , on élirnine une des variables y 
le résultat sera l’équation de la. projection de la. ligne- 
d’intersection des deux surfaces suc le plan désigné par 
les deux autres variables. . .. . . • 

Deux plans qui sont parallèliiM,, ont , sur .lea plans coor-, 
donnés , leurs traces respectivement paralj|èle6. : ainsi,, 
lorsque les équations de ces plans sont , 

•f ' . ■-"> . 1 ' rt 

Jx -f- By + Cz + D = D'est»., 

«n a, pour’ lès condruonV^dii parall^ismè , 


A A* 


c ~ * 


A A’ 

rr-w^'— 

.V — ' ' . 

dont une d’elles est wéy ^ssa iramant. conaportde 'pac tes. 
.déni; a.utre^.'.v .. 

log. Une droite est perpendiculaire- à- un plan lorsque* 
lès projections de celte droite soiit''perpténdicnlairfcs aux 
' trtees" de ‘cé’jilan ; d'o^ il -siiit qûe si, -eu supposant lesi 
plans c^urdonné^ cpclangujaires^ , ^ — ~ ) ' 

,ili» un 

■ état les'équatioits' de la droite, >el?' 


Ol-H 1?^ t 


it 


Ax '^ Bjr 4- + D '= tr 'f 




,-rn f.b 
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Fequanon <Tu plan^ oti Sur», pour les conditions de 1» 
pctpentficularité , 



' ' J f * , ” 

par copsémicRt l’équation du plan deviendra 

•** 

, D 

ox + by-^ Ç.+ — = O.. 

' * » • 

Pour, trouver la longueur de la perpendiculaire abais- 
sée d’un point donné sur iirv plan connu , soient x' y' z' 
les coordonnées de ce. poiàt t les equaliotis -de la pet— 
pendiculaire seront ’v 

’ i t f - -V 

d’un autre côté, la longueur P die cette perpendiculaire 
Eura' pour cjtpressîbtt ^ • 

)’ + (j —y' ^ ^ r 

étant considérées comme les coordonnées rectangles; 
de son pié. Mais en substituant pour Æ — x' c\. y — y" 
leurs valeurs ci-dessus , il viendra.- 

p= ^ 7 ■ Va- + fi’ h- g’ - 

Lf 

et comme à Téquation du plan , on.peut donner la forme 
^\x-x')-\-B{y -y''^-^C.Qi~z'')-^Ax' -\-By' -^-Cz' 

on obtiendra, en éliminant x — x' y— y' ^ 

\ 

je‘r— z' — Ax’,. + Bv' -f- Cz'.. -f- D" > 
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I)e tà, il est aké de conclure que 

P Ax> + By' + Cz'-^D . 

V^A‘ + if* + C* 

le signe supérieur ayant lieu, si l’on veut, pour le- ca» 
qn la perpendiculaire est au-dessus du plan, et le sig;ne infé-^ 
rieur pour le cas où elle est au-dessous. 

Il O. Si les équations de deux plans sont 

y^jr«f-Bj-f-C*-f-Z) = o, A'x-^-By D'szoy 

«t que^F désigne l’angle qu’ils fonpent, on aura, ensuppo» 
sant toujours les plans coordonnés rectangulaires , 


cos V = 


AA' ^ CC 


VA‘ 'i-B'-f- C' V A'* -f fi'» -f- C'* ’ 


(m) 


Dailt le cas où ces deux plans sont perpendiculaires entre 
eux , on a cos V = o , et pour lors 

AA' -{-BB' + CO — h. ' • ■ \ 

Lorsque l’un de ces plans est le plan même des xy, dont 
l’équation est 2 = o ; on a A' xxo, B' ~ o, C' \ 
et ly = 0, et partant, pour le cosinus de Tangte p que 
l’autre plan fait avec celui-ci , . — - 


cos P : 


C 


(0 


V A‘ -I- fi* -h C** ‘ 

. • , - \ I Z'» _ . ^ 

on aura de mé'nie'ponr le cosinus dé l'angle p' qu’il fait 
avec le plan xz ^ t: t.o . . ; ■ -'.5 

cosp'zi:-^ . 


yA* + B‘ + 0* 
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4!t pour le cosinus de l’angle p'> qn’il fait avec le plan jrt 

A 


cos p'f — 


( 3 ) 


V A‘ 4 - jB* + 6* 

( 

Ces trois dernières équations conduisent à cette relation 

cos’;» -f" cos’;»' -f- cos’p" = i , (n) 

qui est analogue à celle du n*. io 5 . 

Si on désigne par q , y', qf les inclinaisons du second 
plan A' X B’ y -{• C z -{- D’ =z o sur chacun des plans 
coordonnés xy, xz, yz^ il est évident qu’à cause des 
équations (i) (a) ( 3 ) , celle (m) deviendra 

cos V = cos P cos q -{- cos p' cos q' -f- cos p^ cos 7® (m') 

Enfin , si r , r', r® sont les inclinaisons d’un troisième plan 
Vf® X + -B® y C'' Z D'i =: O sur les mêmes plans 
coordonnés , il est incontestahlc que lorsque ces trois nou- 
veaux plans seront perpendiculaires entre eux, on aura 
les six relations suivantes : 


’n® 


;-t 


cos’p -f- cos’/»' + cos’/» 
cos 'q -f- cos ’q' + cos ’ÿ® = i » 
cos ’r -f- cos ’r' -f- cos ’»^ = i , 


; cos P cos f 4 - cos />' COS q' -f- COS />® CQS ^® = O , 
_< cos P cos r -f- cosp’ cos r' 4- cos />® cos r® = o , : 
cos ÿ cos r 4“ COS y' cos r' 4" cos y® cos r" — o. 


(r) • 

i 


|ii. On peut trouver abément , d’après ce qui précède , 
l’angle qu’une droite fait avec un plaii. En effet , soient 

x==az-j-M,i y = iz-i-p. 
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tes équations de la droite , .et > ' ■ ' • 

Ax Bj -}- (C* -f- D D O , 

celle du plan ; si par l’origine on conçoit un plan perpen- 
diculaire à ta droite , son équation , qui est de la forme- 

^ 

A*x -f- B'y -f- C'z O , deviendra , à cause de a = — ^ j, 

Cj* 

h r= * • 

C> ^ ...... 

ax hy 2 O i 

et l’angle qu’il formera avec te plan donné sera nécessâire-- 
ment le complément de l’angle chcrcTic K;, on aura donc 

/ O \ * • ^ ^ 

( n . 1 10. ) 


. 1. 


Aa -f- Bb 


V ■> 


■ ■> 

-."î 


sin V = _ — - . >- ■ - . 

, V/ 1 -f- a* -f 4' V -f- jB* + C’’ 

' . ..• -t. 

Il suit de Ik que l’équation ■ 

' ' oA -f- 5B -f- C == O ' 

J *' » 

exprimera que la droite et le pdan sont parallèle^. 

II2. La relation (/i) trouve^ dans^ le n®. no donne- 
le moyen de démontrer ce tijéçirènje , savoir : si une 
figure plane quelcontjue est projetée sur trois plans rectan- 
^ïilaires , le carré de l’aire de cette figure sera égal à- 
la somme des carrés des aires de '.'«S trait projections 
car soit S une surface plané 

• jections respectives' Stic lés plahs 9 ^^ •ÿts ou ailra 

'A'=xS*cos’^i, cos *pV ' *•/»'* i 

'J , ’ alioiii •,( l'i'p 

P , p' , pt ayant les mêmes significations que ci-des— - 
sus ; donc , en vertu de la, relatién-niée j - » 
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S‘ = A' + A'‘ + A»-‘. 

Supposons Tnainlenant que 5 , , B" soient les pro* 

jections de l'aire S projetée snr trois autres plans rec-» 
tangiilaires , on aura pareillement. 

S‘ = B' + J5'> -f- B'i‘; 

donc 

A‘ 4- A'‘‘ 4- A''^ = 4- B'-‘ 4- B«‘. 

Ce résultat apprend que quelle que soit la position des 
trois plans rectangulaires de projection qui forment le 
second système , la somme Jî’ 4- “H tou- 

jours constante pour une même valeur de S. On tire 
de là 

Z?= 4- A“ 4 - A»' — Jï'* — ü*» : 

ainsi la plus grande valeur que puisse acquérir la pro- 
jection B, c’est lorsque B' — o , B" = o. Avant de 
déterminer , dans ce cas , la position du plan de Jî , 
à l’égard des trois plans rectangulaires A , A' , A", je 
vais faire connaître une autre propriété des projections 
qui sert de base à cette recherche. 

Soit F l’angle que S forme avec B ; on aura d’abord 

B = S cos y ; 

et parce que * 

A = S cos P , A' = S cosp'f A" = S cos p " , 

il est clair que si on désigne par «, /9, y les inclinabons 
du plan de B sur ces mêmes plans rectangulaires vf, A' y A'', 
l’équation (m') qui donne la valeur de cos F, se changera 
en celle-ci , 

cos F= cos « cos P 4- cos fi cos p^ + cos y cos p". 
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Or, en multipliant chaque membre par S, oh obtient 

B =: A cos » A' cos fi A" cos 
on a de même 

B' A cos «' -f- A^ cos fi' -f- A" cos y ' , 

Bi= A cos <»* -J- cos fi" -j- A" cos y" , 

fi', y' étant les inclinaisons du plan Je B' sur les 
plans recUngulaires A, A', A", et fi", y", les incli- 
naisons du pian de B" sur ces mêmes plans. Donc , la 
projection orthogonale d’une aire t/uelconque sur un plan 
est égale à la somme des projections de projections formées, 
en projetant d’abord cette aire sur trois plans rectangu- 
laires , ensuite en projetant ces projections sur le plan 

Lorsque V =r o , on a p = « , p' = fi , p* = y ; c’est 
le cas particulier qui se trouve démontré par une autre 
voie dans la Géométrie de position , u“. aGS. 

Du principe general que l’on vient de découvrir , il 
résulte réciproquement que 

A — B cos a -f- B' cos a' -f- B" cos »" , 

A' z=z B cos fi B' cos fi' -f- B" cos fi" , > (i) 
A"f= B cos y B' cos y' -J- B" cos y" , ) 

puisque Its plans B, B', B" sont perpendiculaires entre eu*. 
D’ailleurs il est évident qu’il existe entre les neuf cosinus 
cos «, cos fi, etc., les relations (lo) et (ii) du n°. ii6; 
si donc l’on multipliait respectivement les valeurs précé- 
dentes de jB , B', B", par cos » , cos cos et qu’on 
ajoutât entre eux les produits , on aurait encore , en 
rédoiaaDt toutefois à l’aide des relations citées , la valeur 

V 
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\3e 'A. tJn procédé analogue donnerait de, même les va- 
leurs de* A' et de A*', 

Le plan qui répond à la plus grande projection dont 
il a été parlé plus haut, joue un rôle très-important en 
mécanique : voici comment on en détermine la position. 

Les équatiods B'—o, Bl=o, qui caractérisent ce 
plan , réduisent alors celles désignées par (i) à 

A=:sBcosa% A'^Beosfi^ A"=.Bç.osy\ 


or , « est l’inclinaison du plan de la plus grande pro- 
jection B sur le plan A ; par conséquent , si on dénote 
par P l’angle que l’intersection de ces deux plans forme 
avec la trace du plan de A" sur le plan de , la po- 
«ition du plan de B sera déterminée par ces deux angles ; 
«t il est aisé de voir que l’une des propriétés du triangle 
sphérique rectangle fournit ces deux relations , 

sin « sin P = cos sin « cos p = — cos y; 


donc 


cos « = —J— = 


ûn « sin ^ ; 
sin « ccks ^ : 


A 

A' 


^ \/A‘ -h A” -t- Al- * 

—A" _ 

” V' A- + A'- A»- * 


et divisant ces deux dernières équations l’une par l’autre , 
on a 


tangp 


A' 


Ainsi, toutes les fob que l’on connaîtra les sommes 
A , A’i A'fy des projections sur trois plans rectangulaire» 


ij4o R 0 î> t) ■$ t T ï 0 s •&. 


chpiMS arbitrairement , U position du plan dç la s pla» 
grande projection se déterminera ininédiaifarcitl à l’aidc 
<lcs formules 


cos « = 


A 

Va^âTâP'^çâ^ * 


tang f =' — 


A' 


(2) 


Si on représente par i l’inclinaison d’un autre plan T 
sur celui de la plus grande projection , la vomme T des 
projections sur ce nouveau plan sera doniféc par l’équation 


T— {/j‘-^-A''~i-A'’‘x cost, (î) 

de laquelle on pourra tirer la valeur de l'angle 4, quand 
la somme T des projections sera connue. 

Tous les problèmes possibles sur les projections des 
aires trouveront leurs solutions dans les formules (a) et 
(3). Il n’est pas de mod sujet d’appliquer à la méca^ 
nique les propriétés géométriques que je viens de démontrer^ 
diaprés M. Poisson. J’observerai seulement que, dans un 
système de corps en mouvement dans l’espace et soumis 
à leurs actions réciproques , il existe un plan dont on 
peut déterminer la position à chaque instant , et qui , 
ainsi que l’illustre auteur de la Mécanique céleste l’a 
reconnu et démontré le premier , jouit de la propriété 
remarquable d'être toujours parallèle à lui-même ; mais 
M. Poisson a eu l’heureuse idée de déduire ce beau théorème 
sur le plan im-ariable , des considérations géométrique* 
précédentes. ( Voyez le n“. 10 de la Correspondance sur 
l'Ecole Polytechnique ). 

ii3. Il est aisé dé se convaincre que les équation* 
de la ligne droite et du plan sont toujours de même* 
formes , soit qu’elles se rapportent à des coordonnée* 
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rectangulaires , soit qu’elles se rapportent à des coor- 
données obliques; mais les cocfllciens des yariables' 
ont , par rapport au second système , une signification 
toute différente de celle relative aux coordonnées rec- 
tangulaires c’est ce que j’ai déjà observé au n®. 34- Il 
importe donc de faire savoir comment on doit modifier 
ceux des résultats précédens qui dépendent des angles' 
des coordonnées. Voici , à ce sujet , quelques-unes des 
formules publiées par M. Lefrançais : je laisserai au lecteur 
le plaisir de les retrouver lui-même ; d’ailleurs , la marche 
à suivre dans cette circonstance est suffisamment indiquée 
par celle que j’ai tracée au n". Sq, pour qu’il soit inutile 
d’entrer dans de grands développemens. 

Soient x,y , r les coordonnées obliques d’un point M 
de l’espace et A leur origine; soit en outre AM=f, 
on aura (n°. ii5) 

+/* -j - 2 xf cos (x, -f- a xr cos (x, r) 

+ 2 jrzcos(jr, z) 

et en faisant x=:af, y=zbg, z—cgf les équations 
4e la droite AM seront 

ex — az , cy = bZf 

4’oi^ il est aisé de conclure que 

(a) I s:a’-}-i’-j-c*-f-aaicos (x,_j')-f-aarcos(x, r) 

2bccQs(y,z). 

Si des extrémités de x et y , on abaisse des perpen- 
diculaires sur AMf on trouvera que 

^ = X cos ( f , X ) -f >• cos ( ^ ,7 ) -f- * cos ( , , r ) ; 

x6 
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partant 

(i) I = O cos ( f , * ) + * cos ( f , y ) -f- f » * )• 

A cause de l’idenlilé des équations (a) , (i) , on a 

! cos (f^ar) = o + 6 cos ( x, j" ) + c cos ( x, x ) »• 

cos(,,j') = *+ccos (y,2:)+acos(x,j), 
cos C^,2)=« +ÔCOS (x, «) +icos (y,x) î 

et si on a egard à c« que 

sm(f,yr1 . sin(M^^) ay) 

* — sin(x,yO’ sinCj',*^)’ sin(x,xj) 

les équations (a) , (i) , (c) fourniront d« relaüons entre 
les dilTcrens angles du système des coordonnées et de 
la droite f. 

Pour une autre droite dont les équaüoi» 

seraient 

y’ ^jL 

* ~1F' —~P~ C' ’ 

«n aurait évidemment entre tt'h'c* les mêmes relatioi* 
que celles que nous venons d’obtenir entre ahc. 

11 résulte de là, et de ce que le carré de la droite, qui 
joint les extrémités de / et est 

P» f — a f f' cos (^, p' ) = (x — x' )’ + (y — y 
-f-a(x — x')(y— y^cosCxjy^-f-iCx — x'){z — 

+a(y— /)(«—«') cos(y,r) , 

il résulte , dis-je , que 

cos(p,p')=o' cos(p, x)+^ COS ( My)+«'‘=“sC 

=a cos cosCfSy)+* cos(p'»«). 

\ 
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*Lâ Kgne AM — ^ mesurant la Jisiance de l’origine 
des axes à un plan passant par le point M et perpendi— ' 

culaire à cette ligne , il -s’ensuit que la valeur préré- ' 
dente de en y faisant cos (j>, x') — A, cos (j,^) — 
cos (/•, «) ~C , représentera l’équation de ce plan , c’est- 
à-dire qu’on aura 

Ax ~f- By -f- Cz ■=; ff / 

et pour lors l’équation (b), qui pourra être écrite ainsiy ' 

I ■ , 

Aa -f- Bb Ce = i , (J) 

exprimera la condition à laquelle devront satisfaire les 
coefficiens a, h, c , A , B j C , pour que la droite soit 
perpendiculaire au plan ; enfin les équations (c) donne-* 

* ront les coefficiens de ce plan. 

De ces dernières équations l’on tirerait , par s'oie d’é- 
limination et en ayant égard à la formule fondamentale 
de la résolution des triangles sphériques , > 

as=sin(^,r) \_A s\n (y, z) — Bsin (a:,r)cos(a:^,j'r) ' 

— C sin (x,j) cos ^xyyzy] : ü*, 

b~sin C*>*) C-6sin (^>'*) — Csin (,x,y) cos »«) 

—A sin (_j-,r) cos (^xz,yzyj : ü», 

c = sin ( X, j) [ C sin (x, j') — A sin (y, z ) cos 
•—.B sin (x, r) cos (,xy, xz)] : R’, 

où l’on a 

ü>= I — cos*(x,^) — cos*(x, z) — r.os"(y, z) 

-f-acos(x,j')cos (x,z)cos 

par conséquent l’équation («1) se change en cellc-d p! 

> 

f 
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A‘sm'(^yy s) B’sin’(ar, z) + C‘ sin*( x^jr") | 

~-2AB sin (j, *) sin (x, z) cos (xz, jz) ( _ jj, 
sin (^, z) sin (x, j-) cos ( xy, _yz ) | ” 

— 2 jBC sin (x, z) sin (x, y) cos (xj, xz) j 

On verra , au n*. où je traite des propriétés de la 
pyramide triangulaire , une manière plus simple d’obtenir 
cette relation ; on y trouvera aussi d’autres valeurs de R', 
ù l’aide desquelles on pourrait donner d’autres formes aux 
équations ci-Jessus. 'Au surplus , ceux qui éprouveraient 
des difficultés pour tirer toutes les conséquences dont 
la théorie précédente est susceptible , ne peuvent mieux 
faire que de consulter le paragraphe du n*. 9 de 
la Correspondance sur l'École impériale Polytechnique ; ils 
y verront, par exemple, que si A'x-\-B'y-\- ■ 

est l’équation d’un plan perpendiculaire à la valeur 

ci-dessus de cos (/, /') qui prend cette forme 

aA'-\-bB'~\-cC'f exprime le sinus de l’angle formé par 
ce plan et la droite f , et que cette même valeur prise 
négativement est le cosinus de l’angle des deux plans ^ 
que l’on considère ici. 


I 
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CHAPITRE III: 


Transformation des Coordonnées. 


ii4* Le changement le pins «impie que l'on puis.se 
faire à un .système de coordonne'es , est de déplacer l'ori- 
gine en laissant les nouveaux axes parallèles aux pre- 
miers : or , SI x' , y' , z' dé.signent les coordonnées 
positives d'un point rapporté au second système , et que 
a, b , c soient celles de la nouvelle origine , rapportée 
au système primitif , on aura ‘ ' . 

xs=tje'ri-c; + r = z'4-r. 

l • , , T 

Mais pour embrasser , dans toute sa généralité , le pro- 
blème de la transformation^ des axes , prenons pour pre- 
mier système de coordonnées obliqua, x , y , et pour 
second système, t, u, v ; puis ^ cherchons les premières 
coordonnées en valeurs des dernières , en considérant les 
unes et les autres comme étant relatives au mème'point 
de l’espace et étant rapportées à la même origine. 

■ Pour cet eflèt, concevons, par exernple , par les extré- 
mités des coordonnées v, u, I, x , des plans parallèles 
au plan des yz ces plans seront au nombre de quatre , 
et la distance du plan yz au, second sera visiblement 
• sin J’Z) ; celle^ du second au troisième, u sin (,u,yz) ; 


] 

j 
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celle du troisièinc au quatrième, t sin (è, yz") ; enfin 
celle du premier au quatrième, a;*m (.r, yz"). Mais cette 
dernière distance se compose de la soniuic des trois 
^ autres, donc 

JC sin (x, yz) = r sin (/, yz) + u sin (u,yz) -f- »- sin (e, yz) ; 
pareillement 

y sin (y, xr) r= / sin (f, xr) +usin (u,xr) -f-e sin (y, xz) , 

£ sin (z,^ ) = /sin (r,x^-)+wsin C«,xj')4-e sin (e, xy). 

Ces formules, qui sont très-simples et très-symetriques, 
s'obtiennent, comme l’on voit, avec la plus grande fa- 
cilité ; elles servent toutes les foLs que l’on connaît les 
angles que les nouveaux axes font avec les plans coor- 
donnés primitifs. M. Lefrançais qui a résolu le même 
problème en supposant que les axes des coordonnées xyZy 
tuŸ sont rapportes à six plans dont les équations aux 
axes rectangles sont connues , est parvenu à ces formules 
par un calcul analytique un peu long , mais d’ailleurs 
fort élégant ; Veyez le i 4 '- cahier du Journal de t École 
Polytechnique ^ page 182 et suivantes. M. 'Hachette a 
aussi démontré les formules de M. téfrànçais, par des 
considérations déduites de la théorie des projections. Voyez 
la Correspondance , i*'. numéro du 2'. volume. 

a ^ te 

ii 5 . St les axes primitifs seulement étaient rectangu- 
laires, on aurait sin (r , ç^)=i,...j sin (r, acy)— cos (#, £),..» 
cl les formules dont il s’agit se'rédiiiraicnt à 

" » = f cos ( #, X ) -j- iu cos ( « , X ) -Jr- V cos ( V , x ) , 

y—tc.os {t,y) U C.OS y) + v cos (e,^), 

- * = < cos ( r, £ ) -j- B cos ( M , * ) -f- f> cos ( P, £ ). 
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Ces formnles particulières étant les plus usitées , nous 
allons les retrouver par une méthode qui nous fera con- 
naîlie en incme tems les relations qui existent entre les 
coefficicns' de /, u, v. ' 

Supposons donc qu’il s’agisse de passer d’un système 
de coordonnées rectangulaires à un système de coor- 
données obliques, de manière que les axes ÀX,* ÀV, 
yiZ , [Fig. .83] forment, lej]^ premier système, et que 
■ZT, AU, AV composent le second. 

Construisons sur ces derniers axes un parallclipipède AM^ 
•t désignons par 

x"y>£", x'"y"z"',. • > 

les coordonnées rectangulaires des points 
M', M«f. il/'", 

comptées de l’origine A; ^ 

Par c', c", c'", les côtés du triangle il/', il/'" res* 

pectivemcnt opposés aux angles il/', il/", M'"; 

Par y', y", y'", les angles plans M'"AM", M"*AM'f 
M" AM' opposés aux côtés c', c", c'"; 

Pnfin par t, u,v, les arêtes ou coordonnées obliques 
AM', AM", AM'" ; on aura évidemment 

•*'* A-y'‘ =f‘ ) 

-f j"* + = «• > - (l> 

*'"= -f- -f- a"'* = 7 

(*" — **" )' + ( j" —y" )’+(-*— 2'" )• = C‘ ) 

(a:'— > (a> 

( )’+ (j' — J» )»-{. (jc' —g" y — c"'* 3 

J D’un autre tôle , «n vertu de la propriété du triangle 
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oblîquangle, les trois triangles 
donneront respectivement 

U' -j- v‘ — 2 UV cos y' ~ c'* ) 

V -j- V* — > a /v cos y^ — c"‘ / (3) 

^ /* -+- n* — a iu cos y'" — c"'* J 

Par conséquent , si on développe les premiers nombres 
de» équations (a) , et que l’on substitue pour e'*, c"', c"'* 
leurs valeurs précédentes , on aura, réductions faite» , 

x" x'" yy z" z'" ^ UV cos y' "ï 

x'x"' -\-y'y" -f- z'z"' — tv cos y* > (4) 

æ'æ* + z'zl = tu cos y"' 3 

Maintenant, considérons le point M comme étant situé 
d'une manière quelconque dans l’espace , et représentons 
par.x,y, z ses coordonnées rectangles' , p/n , mM ; 
il est clair , alors , que l’on aura 

xzxx'-^-x'' -{-x”'f zz=:z'-^z"-\-z"'\ 

si donc X,Y, Z, X‘, Y', Z', X", Y», Z«, sont les 
angles que les arêtes r , u , y font avec les trois axes 
primitifs AX , AY, AZ , on aura évidemment 

x' = t cos X, , y* =t cos Y, z' —t cos Z 'h 
x"=.ucosX' , y'^ = ucosY', z"~uc.osZ' > (5) 

, x‘"x= V cos X", y"'ss.i> cos Y", z"'xz v cos Z" ) 

de là, 

X x= f cos X -f- B cos X' -f- V cos X* 
y — t cos Y y U cos Y' '+ v cos Y" 
z ~t cos Z ~\~u cos Z' ~\-v cos Z* 

\ - I 


/ 
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et il s’ensuivra que les équations (4) se changeront en 
celles-ci , 

cosX'cosX*-4-cosT^cosF''-f-cosZ'cosZ*=cosy' ) 
cosX cosX*+cos F cos F''-f*cosZ cosZ"'=cosy'^ /(?) 
cosXcosX' -4-cosF cflsF' •4-cosX cosZ' =cosy"' * 

D’un autre côté , si on ajoute ensemble lés carrés des , 
valeurs de x', y' ^ z', de y^y z*, et de y”' , z'^', 
fournies par les équations ( 5 ) , on trouvera de la manière 
la plus simple les relations connues 

cos ’X -}- ‘Z = t ) 

cas ’X' “S ’F' -J- cos 'Z' = i > (8) 

cos ’X" + cos *Y" -f- cos ‘Z" = I j 

Celles-ci et les précédentes renferment toutes les condi- 
tions relatives aux nouveaux axes obliques. 

On peut déduire de là l’expression du carré de la 
diagonale AM du parallélipipède ; car soit D cette dia- 
gonale , on a 

i)’ = X- -f- J* -+• Z’ ; 

Puis faisant usage des valeurs (6) , et réduisant au 
moyen des relations (7) et (8) , il viendra 

= cos y'" -^2 te cos y*-f-2U»< COS y'; 

c’est-à-dire que le carré de la diagonale d’un parallili- 
pipède est égal à la somme des carrés des arêtes d’un 
même angle trièdre , plus à la somme faite du double 
des produits, de ces arêtes prises deux à deux , multipliés 
par le cosinus de l’angle que ces mêmes arêtes forment 
entre elles. 
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Il 6. Si on voulait seulement passer d’un système de 
coordonnées rectaugulaircs à un autre système de même 
nature , il suilirait de faire dans les résultats ci-dessus 
‘/'—y"—y"'-=zioos'. ; or , en vertu tle cette hypothèse-, 
et désignant d’ailleurs pour abréger, cos X, cos Y, cos ^ 
par m, n , p , les équations (G) , (7) et (8) deviennent 
respeclivement 

ar= mt -f- m'u -f- m"» ) 

y—nt-\~ n'u /l'V V (6') 

Z = pt -f- p'u -f- p"<^ J 

jn'm'^-\-n'n''-\-p'p"'=.o\ m’ -f-n’ =1^. 

Tnm"-^-nn" -\-ppi=o \ (7') -}-/>'* = i ?(8') 

mm' -j-nn' -^pp' =0) m"^-\-n"'-j-p"*=i j 

ainsi des neuf constantes qui entrent dans les fonnules(6'^,. 
trois seulement sont indépendantes (*). 

On pourrait demander maintenant de déterminer t, u, ^ 
en fonctions de x,y, z; dans ce cas, au lieu de suivre- 
la voie ordinaire de la résolution des équations du premier 
degré, il est plus élégant de procéder ainsi qu’il suit. 


(*) Quelques auteurs conserrent, dans letus calcul* ,les dénoniina- 
tions de cos , sin , etc. j mai* cela est inutile , sur-tout toutes les 
fois q<ic , dans le cours d'une longue opération , les valeurs trigo- 
nométriques ne doivent éprouver aucune espèce de translbmiation.. 
D’ailleurs , en représentant chacune de ces valeurs par ttne seule 
lettre , comme les autres quantités , les calculs s’eflèctuent bien plus 
rapidement. On a dû voir déjà que je me suis conformé à cette 
observation , lorsque je n’ai pas eu en vue de faire remarquer que 
telle formule était identique avec celle publiée par d’autres auteurs , 
on émit précisément la traduction analytique de l’énoncé d'yjg 
théor'iiie. 
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Si on multiplie respectivement par m, n, p, les valeurs 
de x,y, Z données par les équations (6'), et qu’on 
ajoute les trois produits entre eux , on aura ^ à cause des 
relations (7^) et (8') , 

^ mx •{- ny -f- pz. 

Répétant la même opération deux autres fois de suite , 
en choisissant d'abord pour nouveaux multiplicateurs 
m', n', p'f puis m", n'\ p" % les trois résultats^ réunis 
seront 

t=:mx -^ny -\-pz | 

U = m'x -f- n'y + p'z > ' (9) 

y z= m'ix-\- p"z ) 

et parce que , dans l’hypothèse actuelle , le carré de la 
distance ÀM est • 

+y' + a’ = <“ 4- n* + V* ; 

on trouvera , après avoir substitué dans cette équation 
identique, pour t, u, v leurs valeurs précédentes, et 
comparé les termes homologues , ces nouvelles relations 

mp+m'p'-\-m'ip'i=io /(lo) =i > (u) 

np +n'p' =0 ) ' p^ J 

concluons de là que si on avait les équations 

aa' 4 -W' -f-ce' =0, o* -f J* -f-c* =R* , 

aa» -\.hh" 4-cc* =0, «" +c"=il'>, 

a'a«-^b'b" -\-c'c»:=.o ; a"* -\-b"^ + c"^=zR1*, 

on en déduirait celles-ci. 


I 


aSs 

ah 

a'h' 

1 

P R 0 P 0 

H' 

f jli. 


ac 

a'c* 

f 

a"c" 

R' 

' fl'» 

+ lïiiT~°^ 

bc 

b'c' 

1 

b>cil 

~W 

f 

-r ° • 


«* a'* a"‘ _ 

[7+ nTT + H«. 




i'» J"* _ 


.tf» 


c* «:'* 

7ir+^ + ;ftîr. 


puuqu’alort on aurait 


a 

h 


c 


n 

P —• 

~R' 


b' 

P' = 

c' 

“ X' ’ 


~W* 

a" 



cl 

7 *iff •— - 

RII ' 

> ~ RII ^ 

pi' = 

Ü»* 


Ces résultats nous seront utiles par la suite. 

117. Si l’on prenait l’axe des / dans le plan même des 
, et que Ton supposât toujours les deux autres axes 
perpendiculaires entre eux et à celui-ci , il e.st chir que 
l’on aurait Z= loo*'. En désignant alors X par <p et Z» 
par 4 , on aurait K= 100*'— çi et Z' = 100 «' I ; par- 
tant les formules (6') des-iendraient , en y faisant d’ailleurs 
ÿ=:o,pour ne considérer que lespomls situés dans le plan tu. 


X—t cos ç -f- K cos X' I 
- _y = / sin P -f- »■ cos Y' / 
2 = U sin I ’ 


( 6 ») 


Dans la même hypothèse, la troisième des équaüoni (7 ^ 
se réduirait à 

^ cos ç cos X' -f- sin f cos E' — o j ■ - 
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et la «econde des équaticns (8') , à 

COS'X' -f- cos* y' = cos“<. 

De ces deux dernières on tire aisément les valeurs sui- 
vantes • 

cos X' = sin t cos ( et cos y' r= — cos ^ cos t. 

Les valeurs précédentes Afi x , y , z sont donc . 

2; £ cos 9 -|- U sin ÿ cos < | 

y ^ t ç — U cos ^ cos i > (6®) 

2 = U sin I * 

Telles sont les formules propres à donner l’équation ' 
aux axes rectangles de la courbe d’intersection d’une 
surface courbe quelconque et d’un plan. On remarquera 
dans ces formules, que f est l’angle que la trace y//{[Fig.84] 
du plan sécant TAU fait avec l’axe des x ; et que ÿ est 
l’inclinaison de ce plan sur celui des xy. 

118. Au lieu de prendre la ligne AR [Fig. 85 ’| pour 
l’axe des t , considérons-la , pour plus de ^ généralité , 
comme la trace du plan des tu sur celui des xy ; regar- 
dons la droite AT comme l’axe des t , et nommons 
l’angle TAR. Dans cette circonstance , l’angle 9 sera 
encore celui des tu avec le plan xy , mais l’angle q> dé- 
signera celui que la' trace AR fait avec l'axe des x. 

Maintenant pour exprimer les valeurs de cos X, cos V, 
cos Z , etc. en fonctions des angles 9 , , 9 , nous 

aurons recours à la formule fondamentale de la Trigo- 
nométrie sphérique , parce qu’elle conduit au but de 
la manière la plus simple et la plus directe. Pour cet 
effet, concevons une sphère du rayon AT = i , et ayant 
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»on rentre au point A ; puis imaginons des arrs de grands 
cercles TÇ , TR ^ QRS , T 5 ; alors les cotés TR, TQ, 
RQ du triangle sphéricpie TRQ seront respectivement 
X, ; et l’angle sphérique R sera = t .* de sorte 
que l’oif aura sur-le-champ par le principe du n”. 76 de la 
Trigonométrie de Legendre , ou du n*. de la Trigo^ 
nomitrie de Lacroix , 

cos X ~ cos s}' cos sin 4' sin Ç cos f. 

Le triangle sphérique STR dans leawl ST =r Y , TR ■= 
, SR = 100 S' — <f> , et l’angle R = aooS' » t , don- 
nera de même 

cos K = sin ^ cos sf/ — cos ç sin iJ/ cos I. 

Ensuite , si par l’axe des z et celui des t on fait passer 
un arc de grand cercle ZTPsz loot^ , le triangle sphé- 
rique PRT sera rectangle en P et foutupra cette rela- 
tion , 

cos Z sia l sin 4 ^. * 

Soity^f/f Fig. 8G] , l’axe des u perpendiculaire h celui 
des t ; les deux triangles sphériques VRQ ■, URS dans 
lesquels UQ = X', liR = 100 s' -t- , VS — Y', RS = 

100 8' — donneront aussi , en vertu du principe cité, 

cos X' = cos t cos 4' sin ç — sin cos ç , 

cos Y' cos 4 ^ cos ç cos i — sin 4 ' sin Ç ; 

et si par les axes z , v , on conçoit un arc de grand 
cercle Z VL = 100 8' , le triangle sphérique rectangle URL 
donnera 

cos Z' =: cos 4 ^ sin t. 
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Soit en outre AV f Fig. 87 ^, l’axe des »> perpendicu- 
laire au plan tu, .si on imagine les arcs de grands cercles 
VNQ, TRK, VSK , les deux triangles sphériques iV'Ç/{ , 
KSR seront visiblement rectangles, l’un en N , l’autre 
*enK , et donneront 

— cos X" = sin ^ sin I ; cos Y" =s cos Ç sin é. 

£niin il est assez évident que l’on aura 

Z" = ou cos Z" = cos ê. 


Concluons de là qiie les formules ( 6 ) et ( 9 )] n". ii5,' 
deviendront respectivement 

* t= f ( cos t sin ç sin 4 ^ + cos ^ cos ^ _ 

H-“( cos ê sin ^ cos — cos f sin ' 4 ' ) 

—•y sin t sin 


^ = f ( sin ^ cos 4' ■“ cos t cos f sin 4^ ) 

— « ( cos i cos ç cos 4' + sin ^ sin 4" ) 

• 4 - f sin < cos ç , 

». 

X = / sin t sin 4"4~ ^ ^tn f cos 4 ' ~f~ ** cos I , 

t z=xÇ cos I .sin 9 sin 4' + cos Ç cos 4^ ) , 
-+-_y ( sin P cos 4' cos t cos ^ sin sJ/ ) 

-\-z sin t sin 4'y 

« = .X ( cos < sin (p cos 4^ — q|s 4 sin 4' ) 

—y ( cos 4 cos P cos 4" + sin ç sin 4" ) 

-+-X sin 4 cos 4^ t 

J 

I» = — X sin 4 sin 4 + y sin 4 cos 4 -j- cos 4. 


£e sont ces formules que M. Lagrange a données dans sa 
Micanique anolytiij[ue y pag. 36^ , et que M* Laplace a 
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publiées aussi dans sa Mécanique céleste , tom. i , p. 5 g. 
Kous obscncrons cependant qii’afm de faire coïncider 
les résultats précédens avec ceux que M. Laplace a obtenus 
par la méthode des transformations successiv.es, il faudrait 
ici changer 4< en (p, faire sln t négatif , et prendre la valeur^ 
de y en moins. Ces changemens de signes résultent seule- 
ment de la disposition des axes. Si dans nos formules on 
faisait = o, et e = o, on retomberait sur celles (6") 
du n®. 117; cela est de toute évidence. 

iig. Lorsqu'une droite R passe par l’origine des axes, 
et que ^ont les coordonnées d’un de ses points , 
on a 

* = jRcosX, y = RcosY, z = RcosZ-, 

or des trois angles X, Y, Z, deux seulement sont indé- 

' pendans , puisque l’on a la relation 

cos’ X -f- cos’ Y -4“ cos’ Z = I . 

Dans ces dernières formules , la droite R se nomme le 
rayon vecteur de ce point , et l’origine A est le pôle d’où , 
partent les rayons vecteurs des divers points de l’espace. 

Lorsqu’on projette le rayon vecteur sur l’un des plans 
coordonnés, sur le plan des xy, par exemple , la position 
de ce Tayon est donnée par l’angle qu’il fait avec sa 
projection et par l’angle que sa projection fait avec 1 axe des 
X. Soit en effet « le premier angle MAM* Q Tig- 88. ] , et 
ç le second PAA^ et faisons de plus AM = R^ AM' r , 
on aura 

. r = co s 4 ; 

mais 

a; = rcos(p, ^ = rsin^, z = ilsmé, 
puisque AP, PM, MM' sont les coordonnées rccUngu- 


♦ I 
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Uires du point 3/; donc 

a: = /î fos < cos f , jr == jR co.% < siii ip, ;r = iîsin(. 

On tire de là , pour les valeurs des tangentes frigonoiné— 
triques que les projections verticales du rayon vecteur R 
font avec l’axe des ® 

X cos ê COS 9 y eos t sin ^ , 

Z sin t * s sin ( " 

Si les axes des coordonnées étalent obliques entre eux,' 
il est visible que les valeurs de r, a; , , z auraient géné- 

• raiement la forme 


r=zKp, x = rm, y=m, 

pyjn, n, représentant alors des rapports de sinus 
d’angles ; et de là, on tirerait comme ci-dessus, 


X ~ tsptn , y =. tipn , — ^ — 


pn 


De sorte que si une droite, passant par un point donné 
r, était rapportée à ces mêmes axes obliques, scs 
équations qui seraient 

x — x' = a(^z — z'), y^y»7=b(^z^z’)i 

se changeraient en celles-ci. 


pm 


(z-r'), y^y'-. 


pn 


(z-z'l. 


Cette remarque trouvera son application par la suite. 


«7, 


* 

K 


\ 


X. 
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CHAPITRE IV. 

« 

Discussion abrégée des Surjaces du second 
ordre. 


13 . 0 . Donnons maintenant une idée de l’usage de trans- 
formations précédentes , pour ramener à une forme plus * 
•impie l’équaüon générale des surfaces du second ordre , 

Àz- + ny‘+Cx' + Vzy + Exz + Fyx'k_ 

+ Gz + Hy+ Kx + L. i ' '' '' 

Si nous faisons x=*' *+■<!» y ~y’ + * r = r' -+-c, àbc 

étant les coordonnées de la nouvelle origine , nous ob- 
tiendrons une équation de même forme que la précé- 
dente, c’est-à-dire, 

Az'‘+By-+Cx'^+Dz'y'+Ex'z' + Fy'x'\^_^^ „ 

+ G'z' -J- H'y' + K'x' -j-L' > 

et posant 

G'— O, H' = o, K' — o, (0 

les termes affectés des premières puissances des variables 
disparaîtront. Ces dernières équations étant linéaires en 
flic, comme le prouve le résultat de la substitution indi- 
quée , on en déduit nécessairement des valeurs réelles 
pour ces quantités ; ainsi l’équation {V) se réduit à 
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+ 4- Dzy +Ex'z' » 


aSg 


+ Fyx' + i' ^ — O ; (<0 

,celle-ci restant la même , en y supposant les coordon» 
nees x', y, pegative, , il est aisé de conclure que toute 
droite, menée par l’origine et interceptée par la surface 
sera divisée en deux parties égales à cette origine ; ce 
point sera donc lé centré de la surface. 

Il pourrait arriver cependant que certamés^^leurs par- 
ticulières des coefficiens qui entrent dans les équations M 
rendissent infimes les valeurs.de «, c ; daiis ce cas* 

1® ««ait infiniment éloigné 

de 1 origine des coordonnées , comme l’est celui de la para- 
bole, parmi les courbes du second ordre. 

V maintenant, ^ans l’équation (d)^ une non- 

elle d.reetion aux axes des , y , z' , en Tes laissant 
joupiurs pe^Ci^diculaires entre eui , on y .fera. jÇn“.^, ,6) 

. : jr' + h»z" ’ ■””!n ?' 1 

«. ,1. h* ‘ 


et l’on joindra à ces valeurs les relations 



, , , I -"“II', U'if/: J 

•lot? «n jtamendMiiàirttné ^«joatihn xhij la' fom, 

et afin de ne'\:on»erver ’que' 1 ^ seconde, pÜpc^s de* 
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variables ^ on posera 

Q~o, R = o, 5 = o; 

formant réellement le développement de ces derniers coef- 
ficiens, on aura 

a Jlpp’ + ( P"' + np' ) 

+ a Bnn* + E {pm' + mp' ) 

4. a Cmm‘ + f ( nm' + mn' ) = o 

a App" 4- D(pn" + np" ) 

4. 3 Bnn" 4 - E {pmO-\- mp" ) 

4- a Cmm" 4- C nm"4- mn" ) = o 

a 4- D (j)'n" 4- n'p") 

4. a Bn'n* 4- E (p'm»4-m'p«) 

' 4 " a Cm'm"-{- F = o 

En ’coirAinant tes équations (i) , ( 2 ) , (3) y on déter- 
minerait les neuf constantes d’où dépend la position 
des nouveaux axes x"y”z" ; mais, sans effectuer entiè- 
rertient ce calcul , on peut s’assurer de la possibilité 
de la transformation actuelle, qui réduit l’équation en 
2V, P, etc. j à la suivante: 

(i) . Jl/i»* 4- Ay»> 4 - 

Voici le précis de.'la méthode que M. Biot emploie pou» 
cet effet. Multiplions la première des relations ( 3 ) par 
n", la seconde par «‘fa**^**®®* P”* 

doits l’un de l’autre ; il viendra' 

«fn'p»— »'»") 4-»(»'m" — m'n*) = o, ( 4 ) 

, r* \ r. r ’ , Z «• » ‘ lu» » 
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•n faisant pour abréger , 

2 jip -f- Db + Em = (*t 
2 Cn -f- -J- Fm ~ o. 

Effectuons la même opération en multipliant par m* et m', 
et faisons 

Z Bn Dp Fm =z | , 

il viendra 

ft ( m'p'f — p'm" ) -i-K^m’n" — n'm* ) = o. ( 5 }- 

XJn procédé absolument semblable étant appliqué aux deux 

premières relations (i) , on obtiendra ces deux-ci : 

« 

m ( n'm" — m'n< ) -f* P ( — p'n* ) = o > 

n — n'mi) -\-p {^m'p" -p'm'^'i — o 

Si on écrit, pour plus de simplicité, les équations ( 4 )y 
( 5 ), (6) , ainsi qu'il suit : 

mF-j-pU=o^ mV — pJF~=oi 

et que l'on élimine entre elles les quantités U, W, oa 
obtiendra 

pn-m-lp — Of. ftm — = o ; 

d'où dérive 

»» — {iB = o; 

ou en mettant pour ^ | , Ç , leun valeurs j et déve* 
loppant , 

z(_A — B) np -^D (n* — p')-j-Enm — Fmpzzo \ 

z{A — C^mp-^-E (m* — p''^-^Dmn—Fnp ~ o V (7) 

— £)nœ-^F(n*e— I^mp,= G ) 
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à quoi il faudra joindre - _ 

m’ + »’ -f" P* = * • 

Telles sont les relations les plus simples que l’on puùse 
obtenir entre les trois quantités m, n, p : or, à cause 
de la symétrie des équations (i), (a) et (3), on est 
en droit de conclure qu’elles fourniraient des relations 
absolument semblables entre les autres quantités m'n'p\ 
et m"n'ip^. Si donc mnp sont réelles, ces dernières 
quantités le seront- aussi. 

Pour résoudre les équations ( 7 ) , qui sont homogènes ^ 
soit / 

m — »p, n=fip-, , 

alors la relation précédente , m* + n* -f- p* = » , donnera 

1 

, P = -77===u;====r- > 

• V^i + + ,3’ 

f t I • » ’ 

et les coefliciens « , fi seront donnés par les équations 

B) ;6 — i") Eafi — F» = O , 

a ( .'f — — m -J- JE ^ — 1 ^ Dm/i — Fp O. 

11 suit de là qu’en prenant la valeur de « dans la pre- 
mière équation , pour la substituer dans la seconde , on 
aura , pour déterminer fi , une équation du troisième^ 
degré ; «t comme cette dernière a au moins une racine 
réelle, les valeurs des quantités m, n , p satisferont aux 
équations ( 7 ). 

L’équation (e) étant résolue par rapport à l’une 
quelconque des variables , donne deux valeurs égalas et 
de si^es contraires ; ainsi la surface courbe qui résulte 
de cette équation est divisée en deux parties égales par 
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chacun des plans coordonnés , et l'origine des axes 
x"y"z", qui a pour coordonnées aie, est le centre de 
cette surface : cependant si on trouvait pour abc des 
valeur^ infinies (n°. lao), la surface serait évidemment 
dépourvue de centre , et l’équation (a) ne pourrait plus 
être ramenée à la forme que présente (e) ; mab voici le 
moyen d’obvier à ect inconvénient. , • 

Pouvant d’abord faire disparaître , de l’équation géné- 
rale (a) , les rectangles des Coordonnées , on tombera sur 
un résultat de la forme ‘ 

(y) Az' -f- C*’ + Gz Hy + Kx -f- L = o; 
et fabaiit ensuite 

* — x'-f-a, yxsy'-f-i, Z = z' -f- c , 

on disposera^es constantes arbitraires abc, soit pour chasser 
le^terme tout connu, et n’avoir par conséquent que • 

Az'* 4- By'‘ -f- Cx*‘ “f* G'z' -f- H’y' -f- K'x* = o , 

soit pour faire disparaître trob termes, ^afin de parvenir 
à l’équation 

{g") Az” -f- By'^ -f- C’x'* + K'x’ = O ; 

f •* 

laquelle, quoique plus simple que (J"), comprend nean- 
moins, comme cette dernière, toute les surfacesNlu second 
degré.* 

I 2 X. Nous pouvons* à présent dbeuter abement ces 
surfaces , mais nous nous bornerons à en rappeler le.s 
propriétés les plus remarquables. Occupons-nous d’abord 
des surfaces qui sont comprises dans la formule 

(e) Jl/z’ -f- Ny* -j- Px' -f- 7* = a.' ' 
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Qn a déjà vu ( n”. i8fi. L. C. ) que les sections faites dans 
une surface sont très - propres à en faire concevoir la 
nature, et qu'il convient, pour plus de simplicité, de les 
prendre parallèles aux plans coordonnés ; nous nonl—' 
merons par cette raison , sections parallèles, celles qui 
ont lieu dans cette hypothèse ; quant aux traces de la 
surface sur les plans coordonnes , on les nomme sections 
principales. On désigne aussi sous le nom à'asees principaux, 
ceux des xyz, lorsqu'ils sont rectangulaires. 

Cela posé , supposons que MNP soient positifs ; et pour 
obtenir les sections principales de la surface , faisons suc- 
cessivement x=io , yzzio , Z — O', on aura 

il/r’ -f- Ny'' T ~ O , 

Mz' -f- P.r’ -1- r = O , 

Ny‘ -f- Px‘‘ -f- T ~ O , 

« 

équations qui ne donnent des ellipses réelles que lorsque 
\T est négatif, et qui représentent celles d’un point placé 
It l’origine même des axes , lorsque T est nul. 

Si nous imaginons en outre trois plans coupans res- 
pectivement parallèles aux plans coordonnés, leurs équa- 
tions seront (n°. loi ) 

x~a\ y= « = y', 

et par conséquent , celles des communes sections de ces 
nouveaux plans avec les surfaces du second ordre douées 
*^d’un centre , auront la forme 

Mt' 4 - Ny'- = U, 

■ , 4- P®’ = V\ 

Ny^ + Px' — U", 


* 

» 
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Ces équations appartiennent évidemment à des ellipses 
qui ont leurs centres sur les axes des xyz; mais comme 
•' /S' y' sont des constantes arbitraires , on ronçoit que 
V, U‘, V", qui sont des fonctions de ces constantes, 
peuvent devenir nuis , positifs ou négatifs. Dans le pre- 
mier cas , les sections parallèles se réduisent chacune il 
un point ; dans le second cas elles sont réelles ; et dans 
le troisième elles sont imaginaires*: ainsi la surface que 
nous considérons, et à laquelle on a donné le nom 
A' ellipsoïde , est limitée dans tous les sens , et est douée 
de shc sommets réels. 

Pour s'’assurcr à priori que cette surface enveloppe 
l’espace de toutes parts , menons un rayon vecteur quel- 
conque par l’origine des coordonnées , et à cet effet 
faisons, n*. 119, 

X = mR , y = ~ pR ; 

à l’aide de ces valeurs l’équation (#) deviendra 
Mp'R’ -I- Nn'R^ ■+■ Pm^R!^ -f- r = o , 
et donnera 

• Z, 

R ~ — - : 

y Mp^ -f. Nn' 4- Pm' 

quantité qui est toujours réelle , puisque T doit être 
négatif , et qui ne peut jamais devenir infinie , quelle 
que soit la position du rayon vecteur R. 

Si deux des coefiiciens il/, JV, P étaient égaux, qucl’on 
eût , par exemple , iV = P, la troisième équation (fc) de- 
viendrait jr» 4- ac* — j c’est-à-dire que foutes lae 
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sections parallèles au plan «Jes xy seraient' des cercles ; 
et comme les deux premières cquatioas (A) deviendraient 
ideniiques , il s’ensuit que la surface proposée serait un 
ellipsoïde de révolution auteur de l'axe des g. 

Lorsque M = N :=z P, l’éqnalion (e) représente évi- 
demment celle d'une sphère dont le centre est à l’origine 

et dont le rayon =; 

dans le cas où T est négatif. 

Enfin si on avait d/ = o , l’équation 

, Ky ^ Px' + T— O, 

# 

serait celle d’un cylindre dont l’axe coïnciderait avec celui 
des Z. ' 

L’équation (e), dans laquelle on supposerait T== — r', 
deviendrait 

Mz' + iV>* + Px’ —T zs O ; 

et H est remarquable que si on fait dans celle-ci , 

M 1 JV _ 1 ^ > 

T‘ ~W ~ ^ ' T' ~ «* * ““ * 

«’A’e* -J- à'cy + AVx* = a^b'e' ; • 

équation symétrique à l’égard des demi-axes principaux 
a, A, e, et qui est , par rapport aux surfaces courbes du se- 
cond ordre , ce qu’est l’équation ( n*. 4^) par rapport aux 
lignes du* même ordre. Dans le cas oix M~ h , ou ce 
^ qui est de meme , lorsque A.= c , on a seulement 

* ’ a’r’ -f- ay + A’a:* = a’A’. 

Telle est l’équation de l’ellipsoïde de révolution : s*î* 
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axes sont sa et sb, et son axe de rotation est celui 
des X, ainsi qu’il est facile de s’en assurer. 

I ia3. Examinons maintenant la nature de la surface 
contenue dans l’équation (<?) , lorsque quel(jues-«ns des 
^coefficiens sont négatifs ; posons par exemple 

(e') Afz’ — — Px’ -f- T = o ; 

les traces de cette surface, ou ses sections principales 
auront pour équations 

® ilfr’ — Ny* -f. ^ = Okf ) 

Jl/z* — Px’ -f- P = O , / (A') 

Nj' + Px* — T—o. ) 

la dernière appartient à l’ellipse , et les deux antres sont 
à l’hyperbole. ■ Quant aux sections parallèles , elles seront 
données , comme ci - dessus , par des équations de la 
formé 

il/z* — =: tf, V 

. ' Mz- — Px-rzzlP, > (fcO 

' " ) 

et donneront naissance à des courbes de même espèce 
que les équations (A'). II peut arriver, dans ces équa- 
tions , que T soit posi tif ou négatif , ce qui fait deux cas 
faciles à discuter; mais dans l’un comme dans l’autre, 
ces surfaces indéfinies dans tous les sens sont dts hyper- 
holoïdes qui ont une ou deux nappes, par conséquent , 
quatre ou deux sommets réels; et il résulte, de ce qui 
précède, qu’elles deviennent de révolution, lorsque N=P. 
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Si l'équation («' ) était réduite à 

il/s* — Ny* -l~ T=s O f 

ce qui a nécessairement lieu lorsque P= a , on retom^ 
berait sur l’équation d’un cylindre perpendiculaire au 
plan des xy , cl dont la base serait une hyperbole. 

Enfin si on avait 

il/z* Ajr* — ^x’ = o , 

auquel cas 7 ’ = o , la troisième des équations (A') jppar- 
tiendrait à un point qui serait l'origine même des coor- 
données ; et les deux premières , qui sont en général i 
l’hyperbole, ne donneraient plus que des lignes droites; 
d'où il est aisé de conclure que , dans l’hypothèse ac- 
tuelle , l’on a une surface conique dont le sommet est 
à l’origine des axes , et qui est asymptote à Thyper- 
boloïde à une nappe. On tirerait la même conséquenc» 
par rapport à l’hyperboloïde à deux nappes. 

124. Pour terminer la discussion des surfaces courbes. 
' du second ordre , reprenons le^ équation générale 


((?') 


-f- By* -f- Cx’ 4- Kx = O , 


qui , comme il serait facile de le démontrer , renferme 
aussi l’ellipsoïde et l’hyperboloïde ; mais afin d’en com- 
pléter l’analyse , supposons que C soit nul ; on aurai 
simplement alors 

jIz' + By* -f- Kx = O ; ^ 

•t les équations des sections principales seront 
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ylz' + Bj' ■= O , 

Az' -f- Kx = 

' My' + = °- 

ï.a première ne donne qu’un point ; mais la seconde et 
îa troisième produisent la parabole , si x ou /iT est néga- 
tif ; et comme les sections parallèles ont pour équations 

Az'-^By'z=U, 

Az' -f Kx = V, ' 

By' + Kx—U\ 

la surface que l’on considère, et qui est dépourvue de 
centre, prend le nom de paraboloïde elliptique. L’hypothèse 
^=JB la rend de révolution. 

Lorsque A et B sont de signes diflerens , l’une des 
sections principales est le système de deux droites , et . 
les sections parallèles correspondantes sont des hyper— . ' ^ 

boles. Quant aux deux autres sections principales elles 
restent de nature parabolique , et c’est pour cette raison 
que la surface proposée se nomme paraboloïde fyper— 
bolique. Elle n’a pas non plus de centre, mais elle est 
douée de deux plans asymptotes, passant par les droites 
dont il s’agit et ^ par l’axe des x. 

Enfin lei;Cylindre à base parabolique . répond au cas 
où l’un dei roefficlens A, B est nul. 

En discutant de la même manière l’équation 

Az‘ -f- Hy -f. Kx = O, 

on s^’assurera qu^elle donne lieu aussi au cylindre para* 
bolique ; car d’une part traces ou sections princi- 
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surface sont 

y#r> + Ify 
Az' -f- 
Hy + Kx =: O ( 


*7» ' 

pales de la 


et de l’autre part , 
à ces traces sent 


sections respectivement 

Az' -f Hy = Uy 
Az' -j- Kx = U', 

Ily -f- Kx= Vf 


U, Vf V rariantjd’'une section à l'autre. Or , on voit ^ 
par ces deux groupes d'équations, que toutes les coupes 
parallèles aux plans des xz et y z sont des paraboles 
égales , tandis que celles qui correspondent au plan des 
xy sont des lignes droites parallèles entre elles. On 
reconnaît donc par là le caractère distinctif des surfaces 
cylindriques. 

II est bon de remarquer que toutes les sections pa-^ 

rallèles faites dans une surface 'du second 'Megt'é'' sont 

semblables, et que si une telle surface esl 'rappdrtéé à 

dés coordonnées obliques , son équation sera de même 
y '■ > " ■ 1 ■■■I ' 

tonne que p.tT rapport à ses axes rectangles. 

Ce que nous venons de diré'touchant les surfaces du 
Second degré n’est qu’un fragment d’une théorie com- 
plète exposée avec beaucoup de détails dans les onvrages 

mais ceU suffit dans 


■ 


DE GlÈOMéTaiE. 


CHAPITRE Y. 

De la recherche de t équation d’une surface 
du second • ordre , d après la loi connue de 
sa description. 


125. On a va, dans le chapitre précédent , comment, 
pai' la discussion , d’une équation du second degré entre 
trois variables , on découvre la surface individuelle qu’elle 
représente : nous allons passer maintenant à la solution 
du problème inverse , en suivant la méthode même de 
M. Monge; c’est-à-dire que nous allons déterminer, 
d’après la loi connue de la description d’une surface , 
la relation qui existe entre les coordonnées de ses points. 


Solution relative aux surfaces cylindriques. 

Toute droite qui , en parcourant une courbe quel- 
conque , se meut parallèlement à elle-même , engendre 
une surface cylindrique : or , cette droite a pour équations 

• * ï= O* 4 - « » 

y = -f- ^ , 

et quelle que soit sa position à l’égard des plans coor- 
donnés, les coefhciens a, b seront invariables (n°. io4)> 


Digitized by Google 



*7’ Propositions 

mais les quantités «, , 3 , qui sont constantes pour une 
même position de la génératrice, varient lorsque cette 
ligne passe d'une position à une autre. Ces quantités , 
qui sont constantes ou variables ensemble , sont donc 
fonction l'une de l'autre , c'est-à-dire que 

• -S 

, le signe J étant celui d’une fonction quelconque ; niais 
les équations précédentes donnent 

/(,)=y — bz;f '' '' 

donc l’équation générale des surfaces cylindriques est 
y — bz —J {x — ar ). 

Lorsqii.e l'on connaîtra analytiquement la nature de la 
courbe qui dirige le mouvement de la droite généra- 
trice, la forme de la fonction f sera déterminée; car, si 
^ 1 y 1 ‘) = u, et F, (^x , y, z) = o sont les 

équations de cette courbe (*), et que l’on y joigne 
les équations (i) , ou aura ces quatre 


-) = 0 , 


y — bz=J{»), 


(*) Si ’troU élémcnn consecutifs d’ùnc courfic ne sont jamaU dans 
un oiénie plan ^ celte courbe est dite ii ^ouhle^courhurc j quelle 
que soit sou espèce ^ elle peut toiijmuf être considérée comme l'in^ 
Ursection de deux sur£ices j c'est pour cette raison que Ton exprime 
position d'tmc ceurbr au moyen de deux équations à trois va- 
riablcs et qui ont lieu simuïuncmcut. 
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lesquelles auront nécessairoinent lieu en tn^me tenis 
pour, tous les points où la génératrice touchera la courbe 
donnée, ou, ce qui revient au même, quelle que soit li 
valeur de ». Ainsi en éliminant x , y , z , entre ces 
quatre équations , et rctneUanl dans le résultat pour » 
et y(«) leurs valeurs, on aura l’équation de la surface 
cylindrique individuelle cherchée. 

Supposons , pour exemple, que la droite génératrice 
parcoure la courbe d’intersection de deux sphères dont 
les équations aux coordonnées rectangles sont 

■*’ + J* 4- . 

la première sphère ayant .son centre à l’origine , et la 
seconde l’ayant sur l’.axe des z, k une distance y de cette 
origine. Reprenant les équations de la génératrice censée 
donnée de direction , on aura 


» = x — az^ 

~iz } 

si on soustrait les équations (i) , l’une de l’autre , on 
obtiendra après le développement, 

r' — r'’ -1- y* 

g . 

2 y 

Faisant , pour simplifier , le second membre = m , on 
aura z = m , et substituant cette valeur dans la première 
équation (i), il vienJia 

or* -h y’ = r“ — 772*. 

Dans la même hypothèse les équations (a) se changeront en 
' s8 
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a? = « an ^ 
y = fi -\- bm-. 


ajoutant ensemble ccllcs-ri, après les avoir élevées au rarré^ 
on aura , en vertu de la précédente , 

( « 4- <W7i )’+ (^ -I- )• = r* — m*. » 

Enfin éliminant « et ^ au moyen de leurs valeurs (a), 
et développant , on trouvera pour équation de la sur- 
face cylindrique individuelle cherchée, 

«*+>•’-+- — iaxz — a,byz-i-3amx-^ubmy 

~a/n (a‘-j-b‘) s=:r’—m’ — ^ 

Si, dans celte équation, l'on fait r = m, la résultante 

= — m>, 

sera , sur le plan des ay , l’équation de la projection de 
l’intersection de la surface cyhpdrique et d’un plan 
mené perpendiculairement à l’axe des r , à une distance m 
de l’oriyine. 

En faisant z =: o on obtient la section principale faite 
par le plan des xy. Cette section a pour équation 

ac’ -f-y‘ + 2 amx -f- :t bmy z= — m» — (a* -f" 

mais en transportant l’origine au centre, pour faire dis- 
paraître les premières puissances de a: et de jr , on a 

*'• -f-y'* = r* — m* , 

comme ci-dessus. 

~,'Enfm lorsque U droite* génératrice est parallèle à la 






■ pigWze<l6y<^(y 
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Vigne des er, on^ a =b'=. o, et l’on retombe encore sur 
l’équation précédente, comme cela doit être. 

. ' • ' 

Solution relative aux surfaces canines. 

f 

126. St une droite passe constamment par le même point 
et glisse le long d’une courbe quelconque , elle engen- 
drera une surface conique. Cela posé soient abc les 
coordonnées fixes du sommet ; les équations de la géné- 


ratrice seront 


d’où l’on tire 


X — d = «(r — c), 
^ — i = — c). 


y — b 



Z — e 


Pour une même position de cette droite les, coefficiens 
a fl sont constans ; mais ils varient lorsque la génératrice 
passe d’une position à une autre : ces coefBcIens sont 
donc fonction l’un de l’autre : ainsi on a 

/»=/(-), 

f indiquant une fonction quelconque : par conséquent 
l’équation générale des surfaces coniques est 

_ /(»—*») > 

■■ I — rr? — ■ I . Il- t 


Il résulte de là, et du numéro précédent, que si F(Xfjr,z).,' 
F, ( Æ, r ) sont les équations de la courbe à double 
courbure qui dirige le mouvement de la génératrice , ce# 
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quatre équations • 

i'’ ( J*» 1 ^ / J*» ^5 

- _ h 


X — a 


^ — r^/(-). 


r 


auront lieu en nié*nic teins pour tous les points communs a la 
génératrice et « la courbe ; c’est-à-dire quelle que soit la 
valeur de ». On parviendra donc, par l’élimination, à «ne 
équation unique qui sera celle de la surface conique indivi- 
duelle demandée. Cherchons d’après ces principes l’équa- 
tion du cône oblique a base circulaire. 

Soient O Je les coordonnées du sommet du cône, dont 
la base horisontale est un cercle, et suppo^ns que 
' l’origine des axes soit au centre de ce cercle. Les deux 
projections de la droite génératrice sont en général, par 
ce qui précède , # 

(-0 


4P. 


• 0 


Quant à la courbe individuelle qui dirige le mouvement 
de cette génératricë , elle peut être considérée comme 
l’intersection d’une sphère et d’un plan : or , dans cette 
circonstance, la sphère et le plan, qui est celui des xy, 
ont pour équations respectives 


X * ~\- y ' + 


(i?) 


Ces quatre équations devant avoir lieu en même teins , 
celles C-^) deviendront, à cause de z = o, 


.•’Jv 


X — a 

P— C' 


y — ^ 


% - 


% 
4 

4 
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«l’où l’on tire aisément 

< # . 

' ** =: (•«— -ac)*, y^=:(^b — ficy. ^ v. 

SnSstiluant ccs valeurs dans la prcmièra équation (_B), 
qui se réduit à a-’ -j-y’ — , on aura 

è* ,8’c’ — 2 ic/3 + a* + — 2 c = r“ ; 

et mettant ici pour /8 et a leurs valeurs {A) , il viepdra 






Telle est l’équation cherchée de la surface conique. 

Si le sommet du cône était dans le plan même des arr, 
on aurait b = o , et l’équation précédente deviendrait 


cV* fa: — aV 

— —£ e’ 

(^ — f)*'* (z — c)* 


2 ac 


(x — a) 


: r’ — a’. 

■~ZT 


Si, de plus, ce sonimet était dans l’axcf vertical desx, on 
aurait a =r O, et par conséquent l’équation du, çOaiG droit 
à base circulaire ^rait > ,i! 


c’y* 

(z—cy 





Lorsque la base du cilne droit est une ellipse , on a 
ay‘ -f- 4’x’ == a’3’, pour équation de cetlé base*; et alors 
l’équation précédente , dans laquellé- on p«ut faire , . . 
Z — c=.z ' 1 pour transporter l’origine des coordonnées au 







dont le centre est d 
sont par conséquent 
pris sur cet axe : ain 


les équations de l’axe de 


a7<l Proposition* ' 

sommet du cône, devient, en faisant d'ailleurs m = 


n = • 


my' 4“ tï’x’ 3= m’n'z'' 


C’est sous cette forme très-simple que Euler, dans s 
Introductio in analysin infînitorum , a présenté l’équatii-p, 
du cdne à base ellipliqrtc. 

En plaçant de même l’origine des axes au sommet, du. 
câne oblique , l’équation (C) se simplifie et devient , 
canse de x' z= x — o , y' •xxy — i, z' ■=. z — 


(a’-f-é’ -aaca/r'-aarj" V=o. (D) 

^ous aurons occasion , par la suite , de 
résultat. 


Solution relative aux surfaces de révolution. 

127. Quelle que soit la nature de la courbe ^ . 

trice d'une surface de révolution , lorsqu’on coupe cette, 
surface par un plan perpendiculaire à l’axe de révolution , 
l’on obtient, pour section, une circonférence de cercle. 

ans l’axe, et dont tous les points 
à égale distance d’un aufre point 
ainsi en représentant par * 

-t- a , y=.Bz + by 

révolution , le plan qui lui sera, 
ilaire aura pour équation, n*. log. 

Ax -j- By -j- z = é' ; 
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la quantité^, qui délennine la positinn du plan, étant 
constante pour le même plan perpendiculaire , et variable 
d'un plan à un autre. 

Maintenant si on prend le point ou l’axe de révolu- 
tion renconfre le plan des 29-, pour le centre commun 
d’une suite de sphères concentriques ; ce centre aura 
visiblement, pour coordonnées, x=:a, z=zoy 

et l’équation générale des surfaces sphériques , dont le 
rayon indéterminé = y , sera 

( X — a )• ^ (y — i)* + r’ = y*. 

• •• f 

Or, les courbes faites sur la surface de révolution' par 
des plans perpendiculaires à l’axe de rotation , peuvent 
•être censées les mêmes que celles qui seraient produites 
pai^ les surfaces sphériques dont il s’agit ; les quantités 
J', y sont donc constantes pour tous les points de la 
mênie courbe d’ântersection , mais elles varient lorsqu’on 
passe d’une intersection à l’autre ; ainsi les valeurs de 
et de y' sont fonction l’une de l’autre, et l’équation 
générale des surfaces de révolution est 

(x— a)' 4. (7— i)’ + + ; 

y indiquant une fonction quelconque dont la forme dé- 
pend de la nature de la courbe génératrice. 

a et & sont nuis, lorsque l’axe dé rotation passe par l’ori- 
gine ; alors l’équation précédente devient 

• *’ + J* + ** — /( + Ify + z) , 

i 

et l’on a de plus jiz=o, B — o, lorsque cet axe coïn- 
cide avec la ligne des Dans ce cas , l’équation des 
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surfaces de révolution se réduit à 


ou a 

r = <»(*’ 4. j>), - 

0 

les signes f tl ^ désignant des fonctions quelconques. 

Pour déterminer , dans l’équation géné/ale des surfaces 
de révolution , la forme de la fonction arbitraire , il faut 
connaître les équations de la courbe quf ei^ndre la 
surface que l’on considère : les équation^ 

F{x,y,z)=o, F,{x,y,z)=o, 

jix+Bj-j-zsxJ‘, (*— fl)"+ ( J— 5)*4z*=- /(J) , 

seront donc celles qu’il faudra combiner entre elles, pour 
obtenir l’équaüon de la surface individuelle chercbée.* 

Proposons-nous, pour exemple, de trouver l’équation 
du sphéroïde engendré par la révolution d’une eHipse 
autour de son petit axe ai. La coucbe génératrice étant 
plane , ses équations seront 

a’jr‘ 4 b^x' = a^b' , 
x = o; 

on aura y en outre ^ par ce qui précédé ^ 

+ «* = y* , 

y = ^ étant l’équation d’un plan perpendiculaire à l’axe 
de rotation, et la dernière, celle d’une sphère dont le 
centre est à l’origine des coordonnées. ' 

Ces quatre éqüaüons doivent avoir lieu simultanément 
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pour que la surface proposée soit de révolution ; si donc 
on élimine entre elles , x , , r , on aura 

o’i* = i'y * ; 

et si on substitue ici pour i' et y’ leurs valeurs , la sur- 
face du sphéroïde de révolution sera donnée par l’équa- 
tion 

b'z'^ -j- ay' -f- A’x’ — a’i’ ; 

I 

résultat qui , en y changeant a en i et x en y , rentre 
dans celui du n“. laa. 

On nomme aplatissement d’une ellipsoïde de révolu-r 
tion, la différence » des demi-axes, l’un d eux étant pris 
pour unité. Si donc, dans l’équation précédente, on in- 
troduit cet aplatissement, en posant 6 = o ( i — «) , d 
viendra 

( I — • -f- ( I — « )’x‘ -)-_y* = a'-( I — » , 

ou en développant , négligeant les termes en , et fai- 
sant a = I , pour simplifier, 

- x‘ -f- r® — I — 2 «(x’-|-z“ — i)=o; 
ou en général 

‘ ~i~y' — * — 2 »u' — U —0\ 

« étant supposé un très-petit coefficient , et u' étant une 
fonction de ^ , y , z. C’est sous cette forme que l’auteur 
ùe h Mécanique céleste considère l’équation delà surface 
do la terre. On trouvera, dans mes Traités de Géodésie' 
et de Topographie , diverses applications importantes de 
cette équation. 
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Solution rclati.'c à ta iiirjacr fngendrùe par une Jraitâ- 
mobile tjui s'appuie sur trois autres droites Jixes. 

• 

128. Première solution. Quoique l’on puisse, en général, 
placer coiiimc on voudra les axes des coordonnées par 
rapport aux trois droites fixes qui dirigeai le mouve- 
ment de la génératrice, on conçoit que pour abréger 
les calculs , les directions de ces axes doivent être telles que 
les équations des droites soient les plus simples pos- 
sibles ; or , c'est ce qui arrivera en prenant pour axe 
des X la première droite fixe , pour axe des y la per- 
pendiculaire à cette première et à la seconde droite , 
et pour axe des z la perpendiculaire au plan xy. 

Cela pose , les équations de la deuxième droite C\e 
sont 

X = az, y â ; 

celles de la troisième droite , 

x = mz -}~n, y = pz 

et les équations delà droite mobile, qui est assujetie à passer 
constamment par l’axe des x, sont de la forme 

- A 

X == jIz -j- B , yz=Cz, 

ÂetB étant (les fonctions de C qu’il s’agit de déterminer. Si 
ces quantités étaiertl connues , en éliminant C entre ces 
deux dernières équations , l’on aurait celle de la surface 
engendrée par la droite mobile : or , cette ligne de- 
vant s’appuyer sur les deuxième et troisième droites , il 
en résulte ( n”. 106) les équations de condition suivantes: 
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■' BC — o) = o, 

(B — «) ( C — p) ■^q{A — m)r=o, 

<^es<]ueUes on tire 

. nC*. + ( 9''» — fip — oJ ) C ahp 

é/» -f- ( 9 — 6 ) 6’ * 


B — 


b (^ag — mq np') — bnC 

" V + ( f ^ 


Substituant ces valeurs dans les équations de la droite mo'. 
bile; ensuite éliininant C, et ordonnant , il vâendra cette, 
équation du second degré cn o: , 

tfbpz' -f- ny' — (ab-f-np )yz — bpxz -f- ( ô — 9 ) ~ ^'*y 

+ (ic9 — 4i7i94-^”i’),^=o- , (0. 

La surface gauche, engendrée par. le mouvement de 
eette droite est donc du second ordre. 

Voici un des moyens*de se. convaincre que cette surface 
peut être engendrée de deux manières dilTcrentes par une 
droite mobile ; ce qui est le caractère distinctif de l’hyper- 
boloïde à une nappe. ^ 

Soient 

X = Ar -f- B, 

y^~ Cz D J 

les équations de cette génératrice : pour qu’elle soit toute 
^tlère sur la surface de l’équation (i) , il faut que cette 
équation, après y avoir mis pour * et y leurs valeurs 
actuelles , ait lieu indépendamment de z. Aussi trouve- 
ra-t-on , en égalant séparément à zéro les coefGcicns 
de z‘ f de t; et le terme constant, dans le résultat de 
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la substitution , trois équations entre les quatre quan~ 
litës À , B , C , I) , lesquelles fourniront des valeurs 
réelles . et indiqueront qu’il existe efTectivenient deux 
manières (lilirrentes de produire la surface dont il s’a- 
git. l/.inalyse île cette propriété est si simple qu’il est 
inutile de la déveiopperj 

Deuxième solution. L’équation (t) n’est pas symétrique , 
parce que les équations desquelles nous sommes partis ne le 
sont pas elles-mêmes. Il n'en serait pas ainsi , en rappor- 
tant les points de la surface cherchée à des axes paral- 
lèles aux trois droites données ; mais alqrs le calcul devient 
un peu plus compliqué. En effet, soient dans l'hypo- 
thèse présente , I , u , e les coordonnées d’un point quel- 
conque de la surfifee. Les équations des trois droites 
donnée* et rapportées à des axes obliques, seront, 

pour la première , parallèle àe, t ■=z/ , u=f •, 
pour la seconde , parallèle à t/, t ^ g' •, 

pour la troisième , parallèle àf, u h , t» = A'; 

y» J* 1 6 1 S'i A , A' étant des quantités constantes, çt 
données. 

Si , comme on en est le maître, on représente par 

U = Mt -f- iV, V = M't -f- N', 

les équations des deux projections de la droite mo- 
bile , la troisième projection sera donnée par l’équation 

%'u — = M'N — 3IN' ; 

et comme cette droite s’appuie constamment sur les trois 
droites fixes , on a nécessairement ces relations (n°. to 6 ). 


i 


i 


% 


■ J 




vt, 

ir 



/'=M/+N, g=M'g'+N’, M'h—Mh'zz^M'N—niN', 


qui serviront à faire connaître trois des quantités M , ÎV, 

M', N'. 

D'abord on trouvera aisément 


N: 


Ju ~J't 
f-t \ 


N' 


ensuite 


M = Æ -.. M' = 

/• — 


g' y — gt ^ 

8' — ‘ * 

e8'—et—g'v+8^ 

g'^~gu * 


et parce qu’en égalant les deux valeurs de M'N — MIS', 
on a 

M'h — Mh' = M’u — My ; 


il s’ensuit que la surface engendrée parla droite mobile, 
est 


tu{h'—g) -f-w (^'—/)4-vr (/' — A) -J 
+ f (^A—/'A')+u(/g^— ÿ'A')4-v(/'A— \=o. 

+/'e'h' —/gh J 

\ 

C’est ainsi que ce problèm^^e trouve résolu dans \'j4p- 
plication de l'Algèbre à la Géométrie , par MM. Monge 
et Hachette. Üii y trouvera une manière différente de 
celte dont je viens de me servir , pour reconnaître les 
deux modes de génération que possède la surface don- 
née par la dernière équation ci-dessus. ' 

L’hyperboloïde à une nappe, a cela de commun avec 
les autres surfaces du second degré, qu’elle peut être 
engendrée de deux manières différentes, par un cercle 
variable de rayon , et dont le plan reste parallèle à lui- 
même. 


f 
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Méthode générale pour mener des plans tangens t 
au.v surfaces courbes, et applications de cette 
méthode. 



lag. Si on imagine un plan tangent i uhe surface 
courbe quelconque, et une suite de plans qui passent 
par le point de contact, de manière que ceux-ci coupent 
la surface et le plan tangent , les sections faites sur la 
surface courbe auront respectivement pour tangentes, 
ces droites qui sont les intersections des plans coupans 
et du plan langent. 

Réciproquement , si tant de droites qu’on voudra sont 
tangentes à une surface coi^e, et ne forment qu’un seul 
et même contact, elles sei^t dahs le plan tangent à cette 
surface ; car s’il en était autrement , on pourrait par un 
des points d’une courbe plane mener deux tangentes à 
cette courbe , ce que l’on sait être impossible. 

Pour obtenir l'équation du plan tangent , il ne s’agit 
donc que d’exprimer algébriquement qu’une droite est 
assujétie à passer par un point d’une surface, et à lui être 
tangente dans toutes ses situations possibles. La méthode 
que nous allons exposer étant générale, nous nous occu- 
perons seulement de déterminer l’équation du plan tan- 
gent aux surfaces du second ordre. L’équation de ces 


-1 
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Mz' + Ny'-\-Px\~\-M'z + N'y-\-P'x + K=o-, (i) 

«t lorsque x\ y’ , z\ sont les coordonnées d’un de leurs 
points , on a cvidemment 

Mz‘^+Ny'^-^Px''-\-M'z' -{-Ny -\-P'x' ^K=o. (2) 

D’un autre côté , les équations des projections d’une 
droite menée à volonté par ce point, sont 

X — x'=tf (r — z'), y—y'r=b(^z~-z'). (3) 

Ensuite , pour transporter l’origine des axes à ce même 
point,* et rapporter ceux de la surface courbe à des 
coordonnées polaires (o®. 119), on fera dans l’équation (i) 

*=/lcosécos^-f-x', cos#sinç-f-9'', z=Rsini-f-z'j 

ou , pour abréger , 

x = i?;>m4-x', y=zRpn-{-y', z=zllg'+z'-, 
on aura par ce moyen 

M {Rq+z' y+N (Rpn+y'y+P (Rpm+x') l_ 
-f-^P(Rq + ^')-h^'(Rpn+y')^P'(Rpm + a:') j°' 

Le développement de cette équation sera visiblement de 
la forme* 

fcR‘ -f- ^R -j~ i = O, ou R (^R ^ ^ ^ ~ O. ‘ 

Or , si la droite que l’on considère devient tangente à ’a 
surface , on aura R =z o; par conséquent | = o , et c’est 
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pn-cisëmcnl la relation (2) , comme le confirme le résul- 
tat (lu dcvcloppement ; on aura donc pour l’éijuation de 
(UMidiiion du contact , 

I) — O , 

c’est-à-dire , en ne prenant , dans le développement dont 
il s'agit, que les termes qui multiplient la première puis- 
sance de R , 

2 Npny'-j-2 Ppmx' -|- M'q-\-N'pn -\-Ppm == o. 

Divisant tout par q, et faisant attention que, par le n*. 119, 

JH 2 - ~ a , î= i , il viendra 

q q 

•J. Mz' -f- a R~l^' a Fax' -f- M' -j- A'i ° -( 4 ) 

Cette équation étant la seule qui existe entre o et 

il s’ensuit que la position de la tangente est absolument 

arbitraire. Nous pouvons faire disparaître ces quantités ; 

r • , x — x' y — y' 

car les équations ( 3 ) donnant ^ = ~ ^ = 7», 

on a 


(ail/z'-f-M') (z— r')-f(aA>'-f iV') (y^y') 

-f-( zPx'-i- P ) (x— ar') = O. 

puis effectuant les multiplications indiquées et réduisant 
à l’aide de la relation (a) , on parvient à ce résultat 
plus simple * 

, -f- M'z' -{-Ny + Px' y 2. K 

, lequel ne peut varier, puisqu’il se trouve dégagé des 
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quantités qui particularisent la tangente , pourvu cepen- 
dant que celte droite, quelle que suit d’ailleurs sa direction , 
passe constamment par le même point de la surface 
courbe; de plus, puisque n’entrent ici qu’à la pre- 
mière puissance, les tangentes *aux surfaces du second 
ordre, et qui ont un contact commun, sont toutes dans un 
plan qui jouit lui-même de la propriété de toucher ces sur-i 
faces: l’équation précédente est donc celle du plan tangent. 

Lorsqu’on se propose de mener un plan tangent à une 
surface courbe, du second ordre par un point extérieüè 
donné l’équation {T ) , qui ne change pas de forme , 

devient 

ri- CîiA>'ri-^'') x" 

ri- M'z' 4-' Ny ri- P'x' ri- 2 A: = O, 

étant les coordonnées inconnues du point de contact. 

En combinant cette- équation avec celle de la* surface , 
on ne peut obtenir que lès valeurs de deux de ces coordon- 
nées en fonction de la troisième , ou , ce qui est de même, 
on arrive aux équations des projections de la courbe de 
tous les pointe de contact possibles. Ainsi, la question ac-> 
tuelle est susceptible d’une infinité de solutions’; et il est à- 
propos de retnarquer qu’une droite qui passerait constam- 
ment par le point donné , et qui, dans son mouvement, ne 
cesserait de toncher la surface courbe , engendrerait un 
cône tangent à cette surface dans tous les points de contact 
dont il vient d’être parlé. Si le point donné était lumineux, 
la courbe déterminée par tous ces points, serait celle qui 
sépare la partie ombrée dé la partie éclairée. On voit donc 
par là comment peut être résolu le problème général des 
ombres , maû nous reviendrons sur ce sujet. 

• 19 
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Propositions 
. i3o. Si an plan tangent à la sphère, dont l'équation ul ^ 

^ ' 

devait passer par le point extérieur , on aurait 

pour l'équation de ce plan , ou pour celle du plan de la 
courbe de contact , 

xx" = r"; . ^ 

étant celle-ci de la première , il restera T , 

x* — xx" -f-y’ — yjr" -f- — zt" = o; 
et par conséquent 

(a: + (y -ZLy^ Q: z"y_ x">^"^+M"' , 

Cette équation étant celle d'une sphère dont les coor- 


données du. centre ^ont ' 


-y 


x"‘ -f-y"’ -f- Z' 


r«* 


yU gll 

f - * f — f et le rayon 

il s’ensuit que, si on joint le 

centre de la sphère donnée et le point connu , la sphère 
qui sera décrite sur celte droite , comme diamètre , cou- 
pera la première suivant une circonférence de cercle , qui 
sera le lieu de tous les points de contact cherchés , et dont 
la projection , sur le plan des xy, aura pour équation 

"2 . .. . ir' — xx" —yy»y _ 

*• — _=r*. 

Lorsque x"=o , on a simplement 

• , r' z= xx" + yy" ; ■ 

t ■ 
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t*est-à-dlre que la courbe de contact est dans un plan per- 
pendiculaire à celui des «çy, ce qui est en effet évident. 

La normale à une surface courbe étant la droite qui , 
passant parle point de contact, est perpendiculaire au plan 
tangent, c’est-à-dire à toutes les droites tracées dans ce plan,' 
• ses équations' seront ^ ■ - . , , 




Or, pour toute Surface de révolution et du second ordre, 

donnée par la formule Mg» -l- jVV » ‘ ^ 

n°. 122, on a, en faisant successivement ^ et * = 0 dans 
la relation (T), n». précédent,' et en ayant égard à l’ob- 
servation, qui commence le n“. 109, 



9 

puisque, dans les équations (1) et ( 7 ^', Jlf'=iVif=i»'=o et 
M=Pi Partant les équations des projections de la normale 
deviennent , 


xz'. = x'z , 


f 

y— y' 


Ny 

Mz' 


{,z z'). 


Ainsi, en vertu de la première équation , dans laquelle on 
lit que la projection sur le plan des xz passe par l’origine , 
on doit conclure, que la normale rencontre l’axe des _y, 
ou celui de rotation ; c’est même ce qui a lieu pour toute 
iurface de re'volution. ^ 

Résolvons maintenant la question suivante : 


Bgî 


• î*BOPOSltlO*8 


• PROBtÉHIE. 


|3i. Mener un plan tangent à une sphire, et qui soit eH 
même tems assujéti à être parallèle à un autre plan 
donné. 


it'.. 


Soit 

*'• = (0 

l’éqnalion de la sphère ; celle du plan tangent sera 

x^xê H" **■*' ~ ♦ W 

^HyitgH étant les coordonnées du point parlcquef passe le 
plan proposé , et x' ^ a* étant celles des points de la surface 
sphérique, comptées du centre. On aura en outre pour l’é- 
quation du plan donné 

ê 

Celle (a) pouvant s’écrire ainsi , 


(3) " 


# t 

( 4 ) 


il faudra , pour que les deu* plans soient parallèles i qu’on 
ait les relations ' 




ou bien 




n't=-y-s 


et par conséquent 
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hx' 

a 


Comme ü est permu de prendre pour axe des x ta ligne 
qui passe par le point donné, on a, à ce point, 
et pour lors l'équation (a) donne 


Delà., on conclut aisément que, 
— r* 


=* - — T- 

■ aap» 


substituant ces' valeurs dans (i), et réduisant, on 


r*a’ -f- i*r* -fi r“ = «’*** , 


d’où l’on tire 


x* = 


|/ 1 -f-i a* -f- ^ 


On détermine les coordonnées du contact à l’aide de Fé^ 
quation (i) ; en efîet, en y substituant les valeurs ci-dessus 
de^' et i' en fonction de x*, on obtient 


et par sujte 


f/i ^ 


hr 


V I -I- O» -f- i» y/, _|_ -fl 

Four trouver l'expressMon de la peependlculaire abaissén 


♦ • 
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Propositions 

tlii cenire Je Ja sphère sur le plan tangent , il £uil faire 
attention qu’à ce point, x" = y" i=z z"~ o : or, en gé- 
néral , la longueur de la perpendiculaire est (n°. loq) 
g'I — fry» — c 

j et pour le cas actuel, on a si(n> 

• ‘ t 

— c 


I I -f- O’ 

])lcinent 


V 1 -f. a* * 4- 


• f * 

Mats l'équation ( 4 ) donne c == -p— , étant la copr- 

domiée verticale du point de contact ; par conséquent 
l’expression de la perpendiculaire devient 


*' I -j- a‘ -f- i' 

et SI l’on y met pour r' , sa valeur . — 

• j/ , a> 4- ô* » 

on aara r pour résultat. Donc le rayon qui passe par le 
point de contact , est perpendiculaire au plan tangent : 
vérité démontrée dans tous les éléroens de géométrie, et 
qui se vérifie d'une manière fort élégante par l’analyse. 


PROBLÈME. 




' 'V ;■ 


102. Trouver le centre d'une sphère qui en touche une autre, 
ainsi qu'un plan donné de position, et qui passe en même 
tems par un point donné. 

Pour simplifier ^es calculs, plaçons l’origine des axes au 
centre de la sphère connue , et supposons que le plan des 




xy soit parallèle au plan donné. Cela posé, soient xy z 
les coordonnées du centre chercl^é, abc celles du. point 
connu , d la distance de ce plan *donné au plan des xyi 
enfin r et u les rayons respectifs des sphères connue et 
cherchée ; on aura, pour la condition du contact des deux 
sphères , 

+ J'* + : 

pour celle du contact du plan et deda sphère cherchée, 
r >— d = U ; 

et pour exprimer que la surface de'cette sphère passe par 
le point donné , 

(a — * ^ )* -f. ( c ~ * >* == «\ 

Ainsi le proUême est indéterminé, puisque l’on a mpins 
d’équations que d’inconnues. 

Les deux premières équations combinées entre elles pour 
éliminer u, dqnnent 

x’ -f-y’ = r* -f- d* — a dr -f- 2 re — adr. (i) 

La seconde et la troisième équation combinées de la même 
manière , fournissent 

U 

2«x — s.hy — acz—d' — ndt\ 

et si on soustrait ces deux résultats l’un de l’autre, il viendra 

2fl* — ïhy — 2.cz——:i.rz-\-adr — r’. 

• • 

Les deux équations (i) et (a)- peuvent se mettre sous les 
formes suivantes : % 



Propositions 


SfiG , 

+ y' •^tt{d—r)z — r'-^d' — idr, fi') 

2<7.t-f-a^-f-‘2(c — — ^dr. (a') 

Si on éliminait mcccssivcnionlj)' et z entre celles-ci, on 
aurait les équations des projections verticale et horisontale 
de In courbe plane sur laquelle sont situés tous lc$ centres 
des sphères qui résolvent la question. Il e.st visible, pit la 
Tfaturc de ces dernières équations (t') , (2'), que cette 
courbe résulte de l'inteniection d’un paraboloïde de révolu- 
tion et d’un plan, et que l'axe du paraboloïde est vertical 
et passe par l'origine des axes. 

Afin de faire encore une application de la méthode des 
plans tangens, nous résoudrons la question suivante, rela- 
tive aux ombres. 

« 

PROBLÈME. 


i33. Trouver Vèquation d'un pion tangent à deux sphères 
données de grandeur et de position. 

9 

Supposons, ce qui est toujours possible, que le centre de 
laqiremière sphère soit à l’origine des axes triangulaires , et 
que celui de la seconde sphère soit sur l’axe des x ; on 
Mira , pour les équations respectives de ces sphères , 

x'’ r' , 

(x® — ay -j-jr/t'-f- r'’ ; 

^ 1 . 

et pour celles des plans qui leur sont respectivement lan- 

• • ' 

gens, 


(X 


xx' -hxr' + 

fl ) H x'^ — " ) —r'‘ 
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OU bien. 


y 




•—a') 




-f- a (jc* — fl} 

r* 


m 


(^y 


'♦ * 

Ces dernières équations doivent être identiques , pour que 
les deux plans coïncident ; donc 


x" — a .y' r* 


r* r'’-{-a(ap*' — ®}. 
_ _ ; 


ou bien, «près avoir ch«s$é les dénominateurs, , 

x'z» = — »)z\ (fi) 

^ yz” z=y«z\ (Q 

’ T'e* = /r'*-f-fl(x* — o}}*' (fi) 

Si, dans cette dernière équation,' l’on met pour z' sa 
valeur ÿrée descelle (fi) , on aura 
> 


X* ■r— O. ~ 


r''x» 




(«) 


Pour obtenir une autre relation entre x' et *®, on comt 
binera d’abord entre elles les équations (fi) (C) , afin d’en 
*■ y' { x^ — a ) 

éliminer z», çt l’on aura y»b= ; ensuite 

on introduira cette valeur dans (fi) , et l’on trouvera 
aisément, à cause de z*’ as r'* — (*" — «)’— 


x" r— a = zt. 


r'x’ 


( 2 ) 
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Propositions 


x' =~(r^r'), x" = a (r'qTr). 


Ainfi , les lignes de contact, déternninées par ces deux ^qua- 
Mions, sont dans Jes plans perpendiculaires à l’axe des x. S4 
dans la première (A) qui devient, en mettant pour *' s» 
valeur tirée de l’équation de la première sphère, 


_ —xx’—yy + r\ 
l/r» — a:'* —7" 


•n substUiio pour x' sa valeur ci-dessus , on aura 


J _ r^a — rx {rzçr') — ayy' 

V r^Q' — r’(rqir')’— o'y’*. 




rellç est l’équation d’un plan touchant en même tems 
deux sphères, cl dont la position dépend de^'. Il est possible 
de trouver un résultat qui convienne à la fois à tous ces 
plans , c’est-à-dire de parvenir à l’équation 1^ la Surface 
conique qui enveloppe les sphères : en voici le moyen. 

^ Si dans (A) l’on fait^y cl z=o , on aura, pour l’abscisse 
du point d’intersection du plan*tangent et de l’axe des x, 


•rpr' 


( 3 ) 


Or, ce plan, dans toutes ses situations possibles, touche 
la première sphère suivant une circonférence de cercle , ré- 
sultante de la commune section de cette sphère et d’un 

plan perpendiculaire aux x, mené à x' = — ^ (rzpr')^ 
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I 

de distance de l’origine des coordonnées : la question est 
donc réduite à chercher l’équation de la surface conique 
engendrée par une droite qui tourne autour d’un point 
donné sur l’axe des*, par l’abscisse (3), et qui passe cons- 
tamment par tous les points de la courbe d’intersection des 
deux surfaces 

j;» _j_^’ r’ 

« = — + 

a 

Cela posé, les équations des projections de la génératrice 
étant généralement (n®. ia6). 



deviennent dans la circonstance actuelle , 




Combinant celles-ci avec les précédentes , on trouvera aisé- 
ment 



(rqir')’, 





’ Si on introduit maintenant ces valeurs dans la première 
équation (4) , et que l’on élimine m , on obtiendra un ré- 
sultat qui , étant décomposé en facteurs , sera 



{r^ir'y—à 


-}+{.•+.}{ 


(rzpr'y— O’ ) 

(ripr')« 



»e pi us , si on réduit tous les termes au meme dénomina- 


l. 


3q» 


Propositions 


J 


leur, et que l’on remplace « et 4 par Icucs valeurs ( 5 ), 
aura , réductions laites, 


{(rzpr')a:— «’}=o. (*>’ 


Voilà l'équation que nous avions en vue de trouver : en 
la considérant par rapport au signe supérieur, elle appar- 
tient au cône circonscrit aux deux sphères, et dont le som- 
met est sur le prolongement de la droite qui joint les centres; 
mais en prenant le signe inférieur, elle appartient au cône 
dont le sommet est entre les deux sphères. Si l’une d’elles 
était un corps lumineux , et que l’autre fût un corps opa- 
que éclairé par le premier, la partie pure de l’ombre serait 
■ déterminée par le premier cône , et la partie de la pénombre 
le serait par le second cône. Il est évident que cette con- 
séquence est générale ,, quelles que soient d'ailleurs les 
équations des surfaces des deux corps que l’on considère. 
M. Monge est le premier qui ait résolu le. problème général 
des ombres. Les observations importantes dans lesquelles ce 
savant géomètre est entré à ce sujet, ne pouvant qu’intéresser- 
les amateurs de l’analyse et de la géométrie descriptive , 
nous les engageons à consulter les Mémoires des Savons 
^ étrangers , t. IX. 


{r — r') X — or 
i*) Lorsque >=o, on + - r • j d’on l’on, 


y a' — (r— r')* 
voit que let traces de U surface conique sur le plan sont ileux 

droites plac^ symétriquement à Pégard de Taxe des et que 
leur point d'intersection , qui est en même tems le sojiiiuci du cône 

cfct donné par Pa]Mcis«e r=:— — , comme on Ta trouvé ci-dessusi 
• ’ r- ^ 
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Ptvhlémes et théorèmes dont les solulinns ou 
les démonstrations sont fondées sur la théorie 
■ précédente. 


|34- Voici fencore diverses propositiofis dé geolnétrié au* 
trois dimensions , qui peuvent être traitées par l’analyse 
élémentaire , et dont quelques-unes sont ^des généralisa- 
tions de certaines propositions que j’âi données dans la 
section précédente. Comme le Journal de l’Ecole Polytech- 
nique et la Correspondance sur cette école fournissent nné 
ample moisson de problèmes et de théorèmes de ce genre , 
je ne présenterai guères ici que ceux qui ont fait l’objet de 
mes propres recherches, ou qui donnent lieu à des calculs 
simples. . .s 

rROBLÊMB» 

Connaissant les aires de deux sections paralliles féitéi 
dans la sphire , et la distance de ces sections trouver le 
tayon de la sjj^re, et le volume du segment qui a cet 
mêmes sections pour bases. i., 

s» - • t ■» 

Les sections de la sphère étant des cercles , on aura leurs 
rayons par l’une des fonttules du n*. la ; et si par le centre 


0 
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de la sphère on mène un plan perpendiculaire aux sections 
dont il s’agit , ce plan coupera ces sections suivant deux 
cordes parallèles qui seront respectivement les diamètres de 
ces mêmes sections : ainsi la question sera d’abord réduite 
à déterminer le rayon d’un grand cercle de la^phère, 
connaissant les longueurs des cordes parallèles , et leur 
plus courte distance. 

fFig. 89]. Cela posé, .soient Mm, M'm', les diamètres 
des sections de la sphère; et désignons par m fi, fi’’^ 
les coordonnées des points il/, M' ; par z' la flèche BP' ; 
par h l’intervalle PP' ; enfin par r le rayon cherché ÂB ; 
on aura « = r — z' ~ h , «' = r •— z'. Or , par la pro- 
priété du cercle , on a 

-f-^’ ==r’ ) ( (r—^—z'y-l- fi- = : ' 


-l- fi' 


■ = j i (r — fi“=r' I 


('i) 


développant et prenant la différence de ces deux dernières 
équations, on trouve .1 


fi'-^ _ fi- 


■ 


‘ — O A ’ 

2. n 2 

» «jii 

mais soit , pour simplifier , 

■•■'J 

. fi^ — fi'* 'T - 

, . -Ij . 

w h ■ ■ 

on aura 



, tt h 

2 2 ' 


m 



duite , on obtiendra' 




4 r’ == 4 4. ( U -f- A y. 


1 


» K G i O H i T B I K. 3o3 

■ Ce rèiultat est précbément l’expression de la propriété 
du triangle rectangle qui a ar pour hypothénnse, et dont' 
les deux côtés de l’angle droit sont 2 $' et donc, si 

au point m' on élève m' N perpendiculairement à la plus 
petite corde M' m' , et que l’on prenne Q N égale à k 
qnatriàme proportionnelle aux trois lignes m'Q, MQ , 

Qm , c’est-à-dire = , la droite NM' sera le 

diamètre demandé. « * • 

Il s’agit .maintenant.de trouver l’expression du volume 
du segment sphérique MM' m' m. Or, le segment sphérique 
à une seule base étant la diiTérenre du secteur circulaire 
au cône qui a pour base celle du segment,, et dont le 
sommet est au centre de la .sphère, il s’ensuit que le seg- 
ment sphérique MBm 2 pour mesure — ^•e,) et 

que celle du segment sphérique M'Bm' est (r — jr' ) ; 

X et z' désignant respectivement les flèches BP, BP'. Le 
volume du segment MM'm'm , que l’on considère , est 
donc ~ . 

»r(r’ — z”) — 5 vC'î* — *'*)• 

mais h = z — r', par conséquent, 

V =,A[r(r+z') — . 

f ' > 

D’ailleurs l’équation du cercle , en plaçant l’origine au 
point B, ddhnant (n°. 4>-) 

(8’ = a rr — fi’*— 2 rz' — g'% 

i * t 

on a 

-I- /8'> = a r ( f J-f- *') — (»? -f- a" ) , 

•d’où l’on tire 


S 


Z 

i 
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4 


à64 ^ 


« t 


5p<»o?àst‘rroi»S 


r(c4-y) = 

i»t celle valeur élaul suLslituce dans celle de on Iroarê 




; 


C’est-à-dire que le itolume du segment sphérique à deux 
bases parallèles n pour mesure la demi-sàmme de cis hases 
multipliée par son épaisseur^ plus le volume de la sphère 
dont cette épaisseur est te diamètre, 

• P n O B 1 Ê M K. ' ’ ” 

l35. Mener un plan à travers tant de points donnés qu’on 
voudra, de manière qu’en abaissant de ces points dus 
perpendiculaires à ce plan, la somme des perpeadiculmirts 
situées d un côté soit égale à la somme de celles qui se 
trouvent de Vautre câté. 


Soient 

a $ V 


■‘.f 




^ V \ [ M, 

*' v' / coordonnées des points 


r M, 
{ M', 
{ HP. 


’r 


Le plan sur lequel sont abaissées les perpendiculaires , a 
généralement pour équation, 


Ax -f-^-f-Ctv^Dcxzo, 
ou pour plus de simplicité y 


c :!3 




DE Géométrie. 
Z = ax -jr c.; 


3o5 


et la longueur de I 4 perpendiculaire nbaisse'e d'un peiilt 
XJ Z sur ce même plan, a pour expression 

Z — ax — hy c 


V^i -f- a* -|- 6* ' ' 

11 suit de là et de l’e'noncé de la proposition , que 
y — a» — — an'—bji ’ — 

en prenant négativement les valeurs des perpendiculaires 
qui sont situées au-dessous du plan. Si, de cette égalité, 
on tire la valeur de c, on aura 

.1 ■■ ■ I.,, . 


Comme on ne peut pas établir d’autre relation entre les 
coefficiens inconnus a i c, il est évident qu’il existe une 
infinité de plans qui satisfont à la question proposée : or, 

en substituant la valeur précédente de c dans 

z=ax-\-ly-\-c, il en résultera 

2±z^ = a (x- ‘±!^yb(j - j 

cette équation est visiblement celle d’un plan mené par 
un point fixe , dont les coordonnées sont 


« «P* tt* -p 

' 3 

ou en général. 




Y+y' + y'' 
3 
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;; » ^ » 

n désign.’inl le nombre des points donnés. 

De la deconle cette conséquence remarquable, sas'oir : 
que tout plan qui passe par le centre des moyennes dis- 
tances de plusieurs points placés comme on voudra, à l’é- 
gard de trois plans rectangulaires, jouit de la propriété 
exigée par l’énoncé du problème proposé. 

On traiterait aussi facilement la question inverse, c’est- 
,^-dire , que l’on pourrait prouver que la somme des per- 
pendiculaires abaissées d’un côté du plan , passant constam- 
ment par le centre des moyennes distances , est égale à la 
sontinc des perpendiculaires abaissées de l’autre côté ; en 
effet , l'équation générale de ce plan est ( n*. 107. ) 

A {x — x') -\-n {y —y' ) + C {z — g') =Q. 

M ais dans cette circonstance, 

+ _,_y+y'4-v» 

y 7 — 5 J ■* — ~ J 


3 


’A 


n 


*‘ 7 ; 7 ; = -*’ 


ainsi, au moyen de ces valeurs, et eu faisant d’ailleurs 
pour abréger, « 4. -j- »" = [«] , /3 -f- / 3 ' + / 3 » = [/ 3 j , 
y -f- y' 4- y" = [y] , l’équation précédente devient 


zxxax-\~by — a 


[«] . M ^ [y] 


(0 


Or , la somme des perpendiculaires abaissées des points 
M, M' «ar le plan dont il est question , est, d'après ce qui 


Digitized tjy Google 


D K (■ É O M TRIE. ^ ' 3o7 

précède, et en faisant pi>ur le moment abstraction du dé- 
nominateur V^t + a’^K, 

r«i r^i Tvi 

v+y ' — “ ('»+«') — * (^+/« ) + 2 ^ -y -f- 2 -y : 

ajoutant à celte somme la quantité nulle, 

a [«] — a [-] -h b [a] — [/S] 4 - r.y] — [y] i 

puis réduisant, on aura, à cause de [•]=*» 

— y" + a J! -f- bjî" — a -^1 — b -E|l -f- — y • 

Ce résultat auquel on doit restituer le dénominateur 

V/ 1 -f- a' -f- i’ , étant l’expression même de la perpendicu- 
laire abaissée du point M" sur le plan proposé (i) , et en 
sens contraire des deux premières, il s’ensuit que les deux 
sommes faites séparément des perpendiculaires positives et 
négatives sont dans le rapport d’égalité ; et, il est incontes- 
table que cette propriété a toujours lieu , quels que soient le 
nombre des points donnés et les valeurs de a, b. Nous 
allons passer à la solution d’un autre problème dont celui- 
ci est un cas particulier. '* 

' t 

Probiêhk. 

1 36. Mener un plan dans l’espace , de manière que la somme 
des perpendiculaires abaissées sur ce plan et de plusieurs 
points donnés à volonté , soit égale à une droite don- 
née m. 

Supposons que les perpendiculaires soient d'un même 


PnorosiTiORs 


3o8 

côte du plan cherché et au nombre de trois seulement , 
pour abréger le calcul ; l’équation de ce plan sera 

c — ax -f- c ; 

et la perpendiculaire à ce même plan aura généralement 
pour expression 

r — ax — — c , 

l :: ■*-•» » 

y i + O* -f- é* 

Ainsi, relativement aux points donnés x'y’t\ ^ 

x'"y^"z'" , on aura, en sç conformant d'ailleurs à l'énoncé 
de la proposition , 

(z' —ax' — hy' — c) + — ox" — by* — c) 

<4- (^z'" — ax"' — fy"' — c") z=xm\/ I -J- O* -f- 6*. 

Substituant, dans l'équation du plan cherché, pour c sa 
valeur tirée de l'équation précédente , on obtiendra 

3 3 -J - ) 

y'+r"-f-y"\ 

3 ;• .. • . 

Si on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes , et 
si on place leur origine au centre des moyennes distances 
des trois points donnés, on aura simplement , en désignant 
par xff,Zf les coordonnées relatives aux nouveaux axes , 





»/i 


. ix* 


-) + *j/ 


Celte équation est évidemment celle d’un plan mené par 


• 1 


B E Géométrie. 3og 

un point de Taxe des x , distant de la nouvelle origine 


de la quantité - 


-f- a> + é* 


iVIais cette quantité 


désigne' précisément l’ahscisse du point par lequel pas- 
serait un plan ^ la fois parallèle à un autre plan donné 
à volonté, et tangent à une sphère ayant pour rayon 

( n*. i3i), ou en général , n étant le nombre 

à ^ n 

des points donnés , et m la somme des perpendiculaires. 

Donc , tous les plans qui satisfont à la proposition sont 

tangens à une sphère dont le centre est celui des moyennes 

distances des points donnés , et dont le rayon est égal 

à la somme des perpendiculaires en question , divisée par 

le nombre de ces points. 

11 est remarquable que cette çonséquence se déduirait 
immédiatement , et sans calcul , du Principe des momens , 
démontré en statique ; mais il convient de prouver les 
propositions de pure géométrie par le seul secours de 
l’analyse. 

Théorème." 


iSy. Dans tout ^quadrilatère plan ou gauche la somme des 
carrés des deux diagonales , plus quatre fois le carré 
de la ligne qui joint les milieux de ces diagonales ^ est 
égale à la somme des carrés des quatre cétés. 


L^'g- 90.3 Soient 


X 

y 

s 


r 1 1 
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les coordonnées des points 

M M' M« 


M>» 


situés d’une manière quelconque dans l’espace. 

Faisons en outre 

AM ~a, AM' =a', AM" ' = a",»AM"> =a»\ 
MM'=ze, MM" =<•', M'M»=c", 3/"A/"' = c"', 
MM"=I>, M'M"=n' , nn> = 

Il est visible que les coordonnées des points n, n' , 
milieux des diagonales D , If' , sont 


pour le premier , 
et pour le second, 


,r -f- x" y yp 

x' -f- x"' y' -\-y"' 

1 — > — ; — > 


r -f- r* 


Cela posé , on a évidemment , par la propriété du triangle 
rectangle , 

D‘ =(.* —y1 )• + ( r — z*)‘, 

X' — X"' y 4. (y —y» y + (z' — ?" )•, 

i ^[z-\-z'i ~-{z' -\-z'"yy. 

Développant les puissances indiquées, et n’écrivant, puur 
abréger , que les premiers termes des quantités qui sont de 
la forme 2 {x x' -y y y' -f-zz' ) , an obtiendra , à cause 
de x^ -f Z» = a> , etc. 

. jÜ’ =0* (xÆ*^.... ), 
a-"*_ 2 ( x'x"'... ) , 

^ 4^’ = a> -j-a'* 

— 2(.rx' ) — x(xx"'...)—2(x'x''...) 

~— 2 (x'^x'"...)-f- 2 (xx '' ...) -j-2(.r'a:'"...). 

•S' ♦ 
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ailditionnant CCS cqiiations, il viendra, après avoir effacé 
les termes qui se détruisent, 

2 ^ +a'* — 2(jc (a: .r'"..)], 

• * 

Mais les premier, deuxième, ti#isième et quatrième 
termes du second membre de celles-ci, sont respectivement 
les carrés des quatre côtés c c' c" c"' ; donc 

D> + /)'• -f 4 =r c’ -f e'> -j- c*' -f c'"' \ 
ce qu’il fallait démontrer. 

Lorsque ^ = O, les deux diagonales se coupent mutuel- 
lement en deux parties égales , et le quadrilatère se change 
en rhombe ; alors on a simplement 

■ü* -j- 2)'’ 2 c' 4* 2 ^'*1 , 

comme on le savait dt'ja. 

Cette proposition élégante dont Euler avait seulement 
reconnu l’existence pour le quadrilatère plan, (Tome V, 
des Nouveaux Commentaires de pétershourg ) , et que 
M. Carnot a généralisée dans sa Géométrie de position, 
peut être démontrée plus rapidement, à l’aide du théo- 
rème du n“. 4^, et cela doit être , parce qu’alors on part 
d’une relation immédiate entre les lignes que l’on consi- 
dère dans le quadrilatère. 

Théorème 
concernant l'hexaèdre irrégulier. 

i3d. [Fig. 91.3 Soit l’hexaèdre irrégulier .<2c pour le quel 



?( a 

iioilii ferons 


Propositions 


jla — a. Ce — h, ah-=.e, 
hc —g, ad = h, ac—m, hd—m\ 

Bh =//, Vd=B, AB-E, CD-f\ aC z=d, Ae = d>, 
EC=Q, AD = 1I, Aê^M, BD-M\bÜ=I), Bd^jy. 

La ligne qui joint les ( Diy = P, MM'~Q^ 
milieux des diagonales ^ dd' =p, mm' — q. 

Cela posé, les quadrilatères aicJ, ABCD donneront,' 
par ce qui précède , 

m’ 4- m'’ = «’ -f-/* 4- 4- A> — ^q'y 

iV/’4- ili"= £*4- F' 4- G*4- //'_ 4 Ç>. • 

Les quadrilatères ACca , Düdb fourniront de même 

a* + 5* + OT» 4- jV* —d‘ 4- J'* 4 4 
A^ 4 - /•’’ 4 m'* 4 il/" = D‘ D'^ Jf ^^P‘; 

ajoutant ces dernières équations , et substituant'^ pour 
ni' 4 -h il/'’ leurs valeurs , on aura 

^ i . ' 

O’ A' )_ f s/4 J" 4- 4 7)" 

+A‘+B‘+E‘ + F>-t-G^+If> / ~ i-f:4p’4-47’+4-P’4-4(?’ 

formule qui , étant traduite en langage ordinaire , serait ' 
l’énoncé d’un beau théoréine relatif aux hexaèdres dont 
les arctes forment des quadrilatères quelconques. 

On conçoit que quand tontes les faces d’un hexaèdre 
sont des parallélogrammes, les lignes P, p, Q, 9 sont 
nulles ; pour lors , l’équation précédente se réduit à 

4 y/* 4 4 £’ 4 4 G’ = 7)’ 4 D" 4 4 ; 

c’est'-à^dire que dans tout paraUélipipède , la somme des 
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carrés des quatre diagonales est égale^ à la somme des 
carrés des dou^e arêtes. ^ 

PROBLÈME. 


i3g. Par deux points donnés dans l’espace , mener deiùt 
droites qui fassent entre elles un angle donné. 


Soient en général afiy y les coordonnées rectan- 

gulaires des points donnés A , A'-, et x , y , e y celles 
du sommet M de l’angle donné. 

,Les équations des droites AMy A'M sont respectiyement 

« — * = a(y — ( a’ f—xxxa' — r) 

^_y=ô(y — \ P' —y = b' (^y' —z) 

or, si V désigne l’angle de ces ceux droites, on aura n“. io5. 


„ V'ia—a>y + {b~b’y-\-iab<—a'b') 

s+aa‘+W ' 


(«) 


Substituant donc pour a, a' y b, b' leurs valeurs fournies 
par les équations précédentes , on obtiendra une équa- 
tion en xyz qui sera celle de la surface sur laquelle sont 
situés tous les points M qui résolvent la question; mais 
comme cette question conserve évidemment toute sa gé- 
néralité, quelle que soit U position des points A, A’ y 
à l’égard des plans coordonnés , supposons que le point 
A soit l’origine et que le point A' soit sur l’axe des x\ 
alors les équations des droites AM y A'M se réduiront il 



Digitized by Google 


' î: 

3«4 Propositions 

et la valeur de tangente V sera simplement , toutes rédiic- 
tioni faites , 


tang V- + 

*‘-t- J" X 


partant 

(•«’-hj ’ H- «'o.0‘ = 


laiig 


•0’ + ^’)- (a> 


Quoique rette formule soit encore assez compliquée , cela 
n empêche pas que l’on ne reconnaisse aisément qu’elle 
donne heu à une surface de révolution engendrée par un 
arc de cercle capable de l’angle ’ f' et tournant autour 
de sa corde En effet, si on fait passer «n 

plan par cette droite et par le point J»/, et qu’on dé- 
signe par U une ordonnée prise dans ce plan , perpendi- 
culairement à a;, on aura, à cause de u' -f- r’, 

(x’-f u> — m'xy = 


, t* • 

tang ’ 

ou extrayant la racine carrée de part et d’autre 


tang F 

Cette équation entre x et u est celle du cercle (n'. 8i ), 
et reste la même quelle qfte soit la position du plan 
AMA' ; le sommet de l’angle constant des deux droites 
AM , A'M est donc sur la surface du solide de révolu- 
tion dont il vient d’être parlé. 

On voit par là le moyen de résoudre la question sui- 
vante : diterminer la position d'un point situé hors d'un 
plan , en supposant que Von connaisse les angles que font 
entre elles les. droites menées de ce point à trois autres 
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points donnés sur ce plan, (^l'oyez pour la .solution graphique 
de ce problème, la Géométrie descriptive de Monge ou celle 
de Lacroix.) En y appliquant l’analyse , on aurait, comme 
je lai fait voir dans mon Truité de Géo U.tie , à résoudre 
une équation du huitième degré. M. Lacroix .a obtenu 
depuis longtems le même résultat, en suivrint une marche 
analogue à la précédente ; mais il n’a point publié se.s 
calculs. 

PROBLÈME. 


i 4 o. Etant donnés tant de points qu’on voudra dans 
r espace , en trouver un autre, tel que menant parce point 
' une droite à chacun des autres , la somme des carrés de 
ces lignes soit égale à un carré donné. 


Supposons, pour abréger les calculs, qu’il n’y ail que 
trois points donnés ; ce qui n’tSte rien de la généralité 
de la solution du présent problème ; et appelons 



les coordonnées des points 

A - A’ 



Soient en oj^c xyz, celles du point d/- cherché. 
On aura en vertu du n°. 102, 

A — + — ^ ). 1 

— — /8')' + (^ — y')’ /> 
AiMz= ( .t — «")= -j_ (j _ ( z — y'-y y 

/ 


* 


t 
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Si on ^gale à ç'ià somme des seconds membres de ces équa^ 

r 

lions développées, on aura, après avoir divisé tout par 3, 

P- 

' ar*-f-_y> + r’ 

/ 

► » V » * « ■ 

V • 

, («■+«'>+«''>+4’+^'*+/8»’+y’ + y'’+y"*) 

^ 3 


11 suit de cette équation , que tous les points qui satis-> 
font au problème, sont situés sur la surface d’une sphère 
dont le centre est précisément celui des forces parallèles 

- 

supposées toutes égales entre elles et appliquées aux points 

r. ::;, 

donnés A , A', A".... , ou , ce qui est de même , celui 
des moyennes distances de ces mêmes points aux trois plans 
coordonnés. 

- :►' i 

En effet, le moyen de transporter l’origine an centre 

»# ^ 
*j.. . 

A ^ 

de la sphère, est de mettre dans l’équation précédente, 

« + «'4-(x" v-f-y'+T'^ 

® H 5 > y 5 i - T 5 i 

r ' 

-Jr- . i 

-««' 

3 f J ^ 3. 3 

au lieu de a; , ^ , z ; et comme la résultante est de la forma 

■■* « - ■ 

* *'• -f-j'* + z" = fl’. 

r 

i/ 

il s’ensuit que les coordonnées du centre de la sphère 

!? ■ ' ;' 

r, ■•■ 

-î;^-v:;. •>, 

à décrire sont, en général, ’ 

• fi A- $0 ... y + y' + 

„ ■■ ' , n - * m n 

fcpf*- 

■wLfc » 

pfej • ;- 

6c: ■■^.'*.::r^i 

-r- -■•r.tj'v-. T 

n étant le nombre des points donnés ; ce centre est 
donc celui des moyennes distances de ces points aux trois 
plans coordonnés. 

i4i. 11 est à propos de remarquer que la somme des 
seconds membres âcs équations (//) est susceptible d’être 

e- 

f 

■ Î: ■ 

f . 

'S- ;.s* 

r vW. 
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exprimée en fonction des moyennes distances , et c’est 
à quoi nous allons parvenir, sans recourir à aucun prin- 
cipe de géométrie. 

Supposons que l’on ait n binômes de la forme 

(*—«)% (x— — 

en les développant et en les ajoutant , leur somme sera 

nx' — a(« -+• •' + «* -4- — 

+ -h «C — 0«)=5. (i) 

« 

Soit pour simplifier 

« -j- «'*' — C • ] > + •** C 3 * 

on aura 

nx' — = i 

et l’on peut donner à cette expression la forme • 

n n(n — il, , znx ^ , 


or il est facile de voir que 


nx'- 


,1 L J 

r-] 


a nx 


[-] 


= "(* ); • 

et si l’on fait encore pour simplifier , 

g»' -+- ét«* = [«•'], 

l’équation (a) deviendra 

/ — Or -, P ‘ 

(3jP 
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D’un autre cAlo , 1 o<î second .et troisième ternies du pre- 
mier membre de cette équaliuii peuvent être écrrts ainsi;, 


2/1 


et en examinant avec attention !e second membre de 
celte équation identique, on recoiiuaîl qu'il dérive du 
dij^cloppcment de 

^ 11 suit de là que l’équation (3) ou (i) prend la forme 

Donc, si on ajoute ensemble les équations {A), l’on 
aura celte relation remarquable 

(• )’+ G -“)•] 


4" 




+ (^'-T-)’+ (v'-y)' ' ' 

Donc , dans tout polygone rectiligne plan ou gauche , la 


h- 
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somme des carres des distances de tous les angles à un 
point (juelc.onque pris dans l’espace , e'st égale à la somme 
des carrés des distances de ces mêmes angles au centre 
des moyennes distances, plus au carré de la distance de 
ce centre au premier point pris dans l’espace, multiplié 
par le nombre des angles du polygone. 

Au-delà (le trois dimensions’, la relation précédente 
ne signifie plus rien en géométrie , mais étant appliquée 
aux nombres, elle en exprime, comme on voit, une assez 
belle propriété. 

Si on demandait, maintenant, que la somme fut un 
minimum , on verrait que le point cherché xye serait le 
centre même des moyennes distances de tous les points 
donnés ; en effet , puisque dans l’équation précédente L*s 
termts de la quatrième ligne sont les seuls qui varient, 
et que la somme de ces termes est essentiellement posi- 
tive , il faut, pour que cette somme devienne nulle, que 
l’on ait séparément 


X 


Lü 

3 


O» 


y 


[£] 

3 


O, 



.C’est aussi à quoi l’.on serait conduit en égalant à zéro 
la différentielle de la valeur de y’. ( Calcul différentiel de 
Lacroix) ; différentielle qui doit être prise successivement 
par rapport à x, y, x, vu l’indépendance de ces va- 
riables. 


Recherches des équations des courbes qui résultent des sec- 
' ' tions du cône par un plan. 

142.-' Lorsque l’on eut découvert, par la géométrie, les' 
principales propriétés des différentes courbes que l’on 
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obtient en coupant nn c6ne par un plan-, et que l’on 
eut invente l’algèbre, on chercha à vérifier ces propriétés 
par le calcul algébrique , en considérant simplement ces 
courbes en clle.s-mémes ; c’est-à-dire qu’on les regarda , 
comme des lignes tracées sur un plan suivant une certaine 
lot, ou comme des cas particuliers de l’équation la plus gé- 
nérale du second degré entre deux variables. Pour démon- 
trer svn tbétiquement l’identité de ces courbes avec les inter 
sections du cône oblique à basefirculaire, on suppose, dans 
tous leslivres élérhcntaires, que le plan coiipanfest toujours- 
perpendiculaire au plan mené par l’axe (n°. i 5 i. L. C. ), 
mais cette méthode, qui n’est point générale , laisse par 
conséquent quelque chose à desirer. En voici une autre 
entièrement analytique , qui remplit mieu.x le but , et me 
paraît plus simple que toutes celles qui ont été *m- 
ployécs jusqu’à présent pour ccl objet. 

[Fig. 92-] L’équation de la surface du cône oblique , 
est , par le n®. 126 , 

(fl’ -J- b' — — 20CXZ — a.bcyz — o ; (C) 

son sommet étant placé à l’origine des coordonnées rec- 
tangulaires, sa base étant parallèle au plân des xy , le centre * 
Ode cette base ayant pour coordonnées o, é, c, et son 
rayon BO étant désigne par r. 

Le moyen qui semble le plus commode pour discuter la 
courbe d’intersection chercher, est, comme au n°. 117, de 
placer Torigine et la direction des axes , de manière que 
deux des nouvelles coordonnées relatives à là surface du 
cône soient précisément dans le plan coupant; car, en con- 
çoit que pour toute la partie commune à ce plan et à la 
Muface conique , la troisième coordonnée est nulle, ^ous 
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Sut 

|)ourrions donc ein|)loyfr, à ccl effet, les formules 

X = » x' cos P -h y' sin cos i , 
y = /3 -f- a;' sin p — y' cos p cos t , 

X dh y y' sin t ; 

P étant l’angle que la trace liorisontalc X'K du plan 
coupant V'K A', fait avec l’axe des æ , et S l’angle (pie ce 
même plan forme avec celui des Mais pour simplifier 
les calculs, sans altérer en rien leur généralité, nous ferons, 
dans ces formules, sin et /3 ~ o , c’est-à-dire que 

nous placerons la nouvelle origine iVdans le plan xz; alors 
on aura A p — u , p N z=-.y , angle Y' KX = < , et , par- 
tant , 

jr = «t 4 * cos ( .y' "J ^ x = IC my ' , 

y ■= x' A ou simplement J = x' , 

r = y + sin I .y' ' ( r = y -f- ny'. 

Cela posé, si on élimine de l’équation (C) , les variables 
xyz à l’aide de ces valeurs, on obtiendra, en faisant 
a* -f- A’ — r^z=7 P 

(^pn‘ — %acmn')y''‘ — 3.bcnx'y' -\-c*x'* 

x(j)yn uCm — ancn — acym')y' — 3.bcyx' \ (D). 
+ Pv' ^ û«cy =: O. ’ 

Cette équation, qui est celle de la fourbe d’inlerseclion 
du plan x'y' et de la surface conique, donne jiécessaire- 
menl naissance à l’une des trois courbes du second ordre , 
puisqu’elle est de la forme 

Ax” + Bx'y' 4- 6V’ 4- Dy' 4- /’ = o. {!)') 

II ne s’agit donc plus que d'assigner la position du plan 
sécant , pour qu’il en résulte telle ou telle courbe. 

31 
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Si on suppose d’abord » = o , y ce plan passera 
par l'origine, et on aura simplement 

(pn’-f- c*/n’ — 2 acmri) y”—2bcnx'y'-\- c'x'*~o , 
ou Bx'y' + ^^^*=0- 

Celle nouvelle formule appartient en general an système 
de deux droites; car, en la résolvant par rapport à j', on 
obtient 

d’où il suit que tant que la quantité JS* — 4 P** 

nulle ou négative, la section entière du plan x'y' passant 
par le sommet du cùne, forme un triangle ; mais lorsque 
B' — AC=o , les deux droites fournies par l'équation 
précédente se confondant, le plan coupant est évidemment 
tangent à la surface conique. Cette circonstance a donc 
lieu quand le premier membre de l’équation (£) est un 
carré. 

Si , en supposant seulement y = o , on cherchait ce que 
devient la section du plan x'y' dans le cas où n = o , 
l’équation (D) se réduirait à 

(.y + <«)’ + *'’ = o ; 

• 

et , comme alors la valeur de y' ne peut être réelle qu’au- 
tant que x' =- o , auquel cas , _y' = — « , il en résulte que 
la section se réduit à un point ; ce qui est d’ailleurs évi- 
dent. 

Pour une section parabolique , l’équation (JJ) fournit 
entre les coeiBciens de ses trois premiers termes , la rela- 
tion 
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•C’ — ^AC=o, ou i’n’ — pn'' — c^m' s. acmn o , 


que l’on peut mettre sous la forme suivante , en rempla- 
çant P par sa valeur , 


( <wi — cm y 


: 


et d’où l’on tire 


= tang ( = 


Ce résultat nous apprend que pour que la section soit 
une parabole, le plan coupant qui passe ailleurs que par 
la primitive origine A, [Fidt g3 J doit être parallèle à la 
ligne génératrice du cône. Kn effet, si on forme le prisme 
triangulaire GAH , El: B, la tangente de l’angle FBE &era. 

EF c 

— — — — = tangé ;.donc le plan coupant quia sa 


EB 


trace horisonlale perpendiculaire .à BDF , et qui fait un 
angle. O avec le plan aj, est nécessairement parallèle au 
plan BAF, et par conséquent à la génératrice AB. Pour 


le cas de tang 6: 


a r 


, il est clair que le plan coupant 


est parallèle à AD ; mais alors la section parabolique a 
lieu dans le cône Inférieur à ABD, formé par la même 
génératrice AB. 

Si on résout l’équation (O')» égard à la 

relation B' — l^AC ~ o , on aura donc pour la parabole 


^=— \/{i{BD—zAE)x.ED^—l^AF}. 


2 A a. A 

On voit bien aussi que (II) est à l’ellipse ou à l’hyperbole 
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f 

scion que laiiy J > — — - — , ou laiig ( ■< 

dans le premier cas, ~ 4 <I o , et que, dans le 
second cas, Ii‘ — l^AC'^o ; or, pour l’un et l’autre, on a 

Ua: -j- ïi 


lA 


±JL \/{(^n‘-iAC)x^+2{BI)-a.AE)x+ü'-Uf '} ; 

Uyi 


el le plan sécant, qui engendre l’hyperhole , coupe à la 
fois les deux cônes opposes. Cette courbe a des asymp- 
totes données par 


y= 


Ilx + D 
■J. A 


±-^jxV'B^ — /iJC 


BU~nAE y 

V U' — ALS' 


Enfin l’équation {!)) est celle du cercle, si les deux équa- 
tions de condition 

pn> ^ c'm' — 2 acmn =. c ' , 

• ■ ben = O , 

ont lieu à la fois , ou , ce qui est de même , si 




n 

bc = O. 

m • 


La première a deux racines, dont l’une, — tang 6 — o, 

satisfait à la seconde éq-ialioii ; mais celle-ci , qui n’est 
que du premier degré, ne peut êue vérifiée par la se- 
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ronde racine tang < := — — — -7- > il faut donc, pour ce 

cas , que l’on ait en outre b = 0. De celte analyse , il 
résulte que le plan coupant donne une section circu- 
laire dans deux positions différentes ; d’abord lorsque ce 
plan est parallèle à la base du cône ; ensuite lorsque , 
formant avec celle base un angle dont la tangente 

- 7 - , il est en même tems perpendiculaire 


a* — r' — c* 

à la section formée dans le cône par un autre plan per- 
pendiculaire à la base de ce corps et passant par sou axe. 

I.a situation du plan coupant, à l’égard des génératrices 
AB, , £ Fig. y4 ] facile à reconnaître, lorsque 

tang i = — ... ~ J car si on imagine dans le cône 

la section triangulaire AlID , dont on vient de parler, 
la droite BD sera le diamètre de la base conique , et 
la droite AG la hauteur de ce cône : on aura alors 
BD 


OB 


•=:r, OG a , AG : 


BG = a 


et soit l’angle DBA:::: B, l’angle BD A — D, on aura , 
par la formule trigonométrique connue , 

„ „ ^ tang B — tang D 

tang (B — D ) = — ; s fr- 

° ^ I tang B tang D 


Or , pour le cas de la figure , tang B : 


et tang D = ■ 


a -f- r 


} il suit de U, que 


— 2 or 


tang (B — D ) — 

O X '' ti' — r — C- 

mais cette valeur est précisément celle de tangcnlej prise 
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avrc lin signe contraire, donc lang ( =- — tang (B — D). 
Donc , si on lait l'angle ABU — D , on aura 

tang R' BU = — tang (B — Z) ). 

Ainsi , en menant par la droite RR ' , ou par toute autre 
qui lui soit parallèle, un plan perpendiculaire à BAD , 
il engendrera une section circulaire sur |a surface conique: 
section qu'on nomme anti-parallèh ou sous-toniraire , eu 
egard à celle qui aurait lieu parallèlement à la base du 
ci\ne ; on voit bien que l’iine cl Tautre section se con' 
fondent lorsque a— o, c’est-à-dire quand le cône est droit. 

Euler, dans V Appendix de fiiperjicicbus qui termine le 
second volume de son Introd. in. anatys. inflnit . , a traite 
aussi cette meme question d'une manière très-générale (*): 
il y considère le cône à ba;e elliptique dont nous avons 
donné l’équation au n“. 126, mais nous avons jugé utile 
d’envisager la chose sous un point de vue un peu diffé- 
rent. 

Théorème. 

143. Si deux plans rectangulaires sont assujitis à se 
•■moufoir entre deux droites Jixes , leur commune section 
engendrera un cône qui aura même sommet que celui de 
l’angle des deux droites Jixes, et dont la base sera un 
cercle perpendiculaire à l'une ou à Vautre de ces droites. 

[Fig. 95.] Soient AM , AM' les deux droites fixes 
données , ou les traces horisontales des deux plans rec- 


(*) Voyez U traduction franç.iiic de cet ouvrage, par Labty, 
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^tangulaires passant par l’origine des coordonnées. Les 
équations de ces plans sont 

uix -h Sj' Cz = O , 

A'xl-j- B'y 4- ® » 

t 

lesquelles ont lieu en même tems à la ligne d’intersec- 
tion ; et la condition de perpendicularité est exprimée par 

AA' + BB' -j- CC = o. 

De là, on tire 

{AA'+BB')t'+BB'y+AA>x’+(^AB'+A'B)jçy=o. (i) 

Telle est l’équation de la surface conique engendrée par 
la commune section des deux plans rectangulaires. Lorsque 
X = O ,* on a seulement 

(.B'y + = 0 » 

c’est-à-dire que le plan des xy coupe le cône suivant 
les deux droites AM, AM, dont les équations respec- 
tives sont 

Ax + By — O , A'x 4 - B'y = O. 

Tout plan parallèle à celui des zy coupe le cône sui- 
vant une hyperbole, puisque (^AB' — A'By > 0 ; d’où il 
suit que le cône est placé obliquement à l’égard de ce plan. 

Pour déterminer la position de la . base circulaire de 
ce cône , il faut substituer dans l’équation ( 1 ) les valeurs 

X =fl4~ ^ "h y' < sin ^ , 

y = Jc' sin P — y' cos t COS p , 
c = y' sin t , 


* 
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ohlenues au n®. 117. Mais pour plus de simplicité , soit 


X =:a-f- mx' -j- pny ' , 
nx' — pn ^' , . 
r = 2T' * 

et l’on aura 

( {AA’ + BB' ) q' 4. BB'p'm' s 
t 4 - AA'p'n' — ( AB' -Jr A' B) p'nm ( ' 

4- { BB'n' AA’m' {AB' A'B')nm } a/’ 
r 4” 2 AA'nmp — 2 BB'nmp -v 

\ 4- ( AB' 4- A' B ) ( n p —m'p) / 

4- 3 Ix' 4- 4- P = O. 

La section, par le nouveau plan x'jr', sera un cercle, si 
les coeîTiciens de x“ ei sont égaux, et si celui de 
x’^-' est = O ; or , ce dernier ilevenant nul par la sup- 
position de 0 = loo*"', la première relation se réduit à 

( Bm — An ) ( B'm — A'n ) =: o ;■ 
d’où l’on tire 

n B n B' 

— =UDg<p = -— , OU = tang^ = — 37-; 

m yi m yt 

mais les droites AM et AM' font avec A\ des angles 
dont les tangentes sont respectivement 

A . 

~B ' 'B' ’ 

donc la base circulaire du cùne 04 perpendiculaire à l’une 
ou à l’autre de ces droites. C. Q, F. J). 



D E G É O M É T‘B I E. _ 3:1^4 . 

Ce théorème , (]>ii est di^ à M . IlarhcUe , se trouve démontré 
gcotnélriqiiemenl dans Je n“. 6 de la Correspondance sur 
l'Ecole polytechnit/be , [> 3 g. 179. 

i 

T II É O K Ê M' E. 

144. D’un point donné sur un plan tnrliné, mener dans 
ce plan , une droite qui fasse, avec l'horison , un angle 
donné. ' 

L’équation du plan est 

Ax -|- By -f- Cz D — O 

relies de la droite assujéiie à passer par le point donné 
x', y' , z' sont 

X — x' ■=. a Z — z'), (t) 

y — y' = b (_z — z' )- W 

Or, ces trois équations doivent avoir lieu en même tems, 
pour que la droite et le plan coïncident ; et comme l angle 
que celle droite fait aicec le 'plan horisontal est connu,' 
si on le désigne par V ^ on aura ( n°. io5 ) 

sin V= — ■ . .. ; (3) • 

V 1 + a' + 

de plus, la condition nécessaire pour que cette droite 
soit parallèle au plan, est^(n°. 110 ) 

. , , . Aa -{- Bb C ~ O i ■ (4) 

si donc l’on tirait de ces dernières équations les valeurs 
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de a et J, et qu’on les substituât dans les équations 
(i) et (2) , 011 aurait celles de la droite cherchée , ex- 
primées en fonctions de l’angle donné ; mais U est plus 
élégant d’effectuer le calcul suivant : 

L’equalion ( 3 ) doni^ 


1 


-f- a’ -f- A’ = 


sin*r ’ 


et devient, en y mettant pour a et i leurs valeurs tirées 
des équations (i) et (2) 


I 



I 

sin * 


Les mêmes substitutions étant faites dans l’équation ( 4 ) , 
on a 






ou bien en chassant les dénominateurs , et faisant passer 
tout dans le même membre , 

(a: — a:')*-f-(y — — (r — z')cot’F= o , 



La première équation de ce résultat est visiblement celle 
d’un cône droit dont l’axe est vertical, dont le sommet est 
au point donné x', y'\ et dont le rayon de la base 
( Z — z’ ) cot V : la seconde équation est colle d’un 
plan passant par le même point et co'incidant avec le 
plan donné. Or, l’une et l’autre équation devant s’ac- 
corder ensemble, il s’ensuit que la droite cherchée e.st 
l’intersection même du pian et du cône dont il s’agit. 
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Le problème que l’on con.sidère est donc , en général 
susceptible de deux solutions. 

La Trigonométrie sphérique fournit une solution fort 
siiqple de ce pj-obléme , quand on connaît l’inclinaison 
du plan donné. En effet , soit i cette inclinaison , et , 
comme ci-dessus, V l’angle que la droite à tracer fait 
avec l’horison. Si , par le point donné , on mène dans 
le plan incliné une ligne horisontale , et que l’on désigne 
par P l’angle de ces deux droites , on trouvera aisément , 
par la propriété du triangle sphérique rectangle , que 

sin V 

• Sin é = — ; — r-* 

SIll I 

On peut voir dans le Traité de Topographie, pag. ^ 4 ^* 
comment on résout encore plus simplement le même 
problème sur le terrain. 

Théorème. 

ï 45 . Si des foyers d’un ellipsoïde alongé , c'est-à-dire 
d'un ellipsoïde engendré par la réi’olution d'une ellipse 
autour de son grand axe, on abaisse des perpendicu- 
laires sur le plan tangent , le produit de ces perpen- 
diculaires sera égal au carré du demi-second axe. 

K 

On sait, par le n“. 122, que l’équation de l’ellipsoïde 
alongé, est 

o’j:’ a’_^’ -f- i’x’ 2= a'b^', 

9 a étant le grand axe et ai le petit axe de l’ellipse 
génératrice. Ainsi l’équation du plan tangent à cette 
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surface de. révûliilion , est ( n“. 139.) 

• a’zz' -f- d'yy' -f- h'xx’ = û’é* , 

X, y, Z élanl les conrdonnée.s du point de contact. 

Ola posé , puisque la longueur P de la perpendiculaire 
abaksée d’un point .r' , _r' , z' sur un plan de l’équation 
Ax' -f- l>y' -i- f--' -\- Ji — O , est I 

J) Ax' - 4 - Py' -+■ Cz' 

- 6 ») » 

on a 

zlzz.b'Xy Bzzay, Czzza'z, ü= — a’A*. 

Mais les foyers f \ F' étant situés sur l’axe des a:, à une 
distance de l’origine — c et — c' , il s’ensuit que_y' 
et z' sont milles pour ces points; donc, par rapport 
au foyer on a 

n b'- {ex— a') 

*« = _ - 7 - , > 

K (i* ( ~ — b + A 'x* ' 

et par rapport au foyer , on a 

i 

' p, ^ — 6^ ( CJ -f. O» ) ^ ! . . . 

V^/2* a^b* — b'x^ ) “1— b'^^* 

Jonc 

P ï> -»'■ {c-^x' — a^) . 

^ _ b'x- ) + ' 

mais c' zzi a' — J* ( ) ’ "îonc, '"omme le 

porte l’énoncé du théorème , ^ 

P -K P —b\ 

Il est évident que l’ellipse jouit d’une propriété analogue.' 


I 
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Théorème. 

i 46 . Si frais plans rectangulaires» touchent constamment 
un même ellipsoïde ou un même hyperboloïde , le sommet 
de l’angle trièdre qu’ils forment est toujours sur la 
surface d'une sphère concentrique à cet ellipsoïde ou 
à cet hyperboloïde , et dont le rayon est égal à la racine 
carrée de la somme des carrés des trois demi-axes. 

( Ce théorème est dû à M. Monge. ) 

L'équation des surfaces du second degré qui ont un 
centre , est Ax‘-\-By‘ -f- Cz' = i , et les trois demi-axes 

sont y/ y/ y/ si donc x'y'z' , 

' x"y"z", x"'y'"z"' désignent les coordonnées des trois points 
de contact, on aura 

Ax'^ -+- -f- = I 

Ax«‘ + By'i^ + Cz'i^ = I 
Ax">‘ Uy>"' + Cz'"' = I 

et les équations des trois plans tangens seront, n°. 129 

Axx> ■+■ Byy' + Czz' = 1 
Ax.r" Byy" -f- Czz" = 1 
Axx"' 4- Byf" Czz"' = 1 

Puis pour exprimer que ces plans sont rectangulaires , on 
aura , n”. 1 lo , ces relations 

A-x'x" -f- n^y'y" -j- C'z'z" — o 
A'x'x'" 4- By'r'" 4- C^z'z"' — o 
A'x"x"' By "y"'-\- C'z"z"' = o 

* 
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Or, si on fait Ax' = a, Ax"^a' , Ax"'=af; By' z=h, 
Byii — b\ Bf" = b'i, Cz' = c, Cs«=c', Cr'" = c*; 
les équations (i) et (3) deviendront respectivement 


a* 

1 

1 

C* 

A 

' B 

-j- 

c ~~ 

a'* 

b'^ 

. _i 

t 

c'* 

A 

+ B 


6’ ~ 

a"* 

b'!' 

1 

t 

fit * 

A 

' B 

T“ * 

6' 

aa' 

4- bb' 

+ 

cc' = 

aa'^ 

+ bb" 

4 ce" = 


a' a" -f- b' b'’ -f* c'c” =. O 

« 

et si , pour abréger , on suppose que 


! 


( 4 ) 


( 5 ) 


O’ + 4- c> =7}' ^ 

a'^ + + c" = /{'* > (G) 

a»> _|_ ^ f//i _ 7{»i 3 


On pourra conclure, d’après la théorie du n'. ii6, que 


les relations (5) et (6) donnent lieu à celles-ci : 


ah 

a'b' 

1 

1 

R- 

r 

^ R"‘ ~ 

ac 

J a'c' 

1 

R- 


T" RH. — 

bc 

b'c' 

i,Uc» 

R^ 

1- B'' 


a* 

a'^ 

aUt 

1 

R' 

1- B'- 

r B"- 

b^ 

b'^ 

1 

b"' 

I — 

R- 

r B'^ ^ 

r B"' 

c’ 

1 

c" 

1 1 

c"^ 

R' ^ 

r B'^ ^ 

RII. 


(7) 


( 8 ) 
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Maintenant il est aisé d’obtenir une équation unique 
entre x, y, z, et indépendante des coordonnées des 
points de contact ; en effet , élevant au carré les équa- 
tions (2) des plans tangens, après avoir divisé la première 
par R , la seconde par R' , la troisième par R'> ; et 
ajoutant ensuite ces carrés , on aura, en vertu des équa- 
tions (7) et (8), • 

~i~ J' ^ ~ H » 

ajoutant de même les équations (4) f après avoir divisé 
la première par R * , la seconde par R '^ , la troisième 
par ü''' , on aura , à cause des équations (8) , 

J_J.J__1.JL__i_4._L4._l_ 

A ^ R ^ C~ R- ^R'‘^R"-* 

donc 

t 

résultat qui renferme le théorème qu’on avait en vue de 
démontrer , et duquel on tire pour conséquence , que , 
dans le cas de l’iiyperboloïde , il peut arriver qu’il n’existe 
qu’un point, ou qu’il n’y en ait aucun par lequel on 
puisse mener trois plans rectangulaires et tangens à la 
surface de ce corps. C’est ainsi que M. Poisson a prouvé 
la chose dans le n*. 7 de la ^tbrrespondance sur l'Ecole 
polytechnique. 

On démontrerait, par une méthode semblable, cet autre 
théorème , que la surface engendrée par le point d'in- 
tersection de trois plans rectangulaires , dont l’un est 
toujours tangent à une sphère de rayon R , Fautre à 
une sphère de rayon R' , et ^a troisième à une sphère 
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de rayon R" , Ces sphires étant concentriques , est une 

quatrième sphère concentrique aux trois premières , et 

* dont h rayon est V/lF+ K~+ 1 mais il existe un 

moyen hieti plus simple de s’assurer de la vérité de 
celte proposition. 

Les surfaces du second ilegré sont douées de beaucoup 
d’autres propriétés singiilièi»ment remarquables , sur les- 
quelles il serait trop long de nous arrêter, et dont qiiebiues- 
unes sont encore analogues à celles des courbes de ce degré.. 
Par exemple, iM. Livet , ancien répéaieur à l’Kcole po- 
lytechnique, a démontré, dans le i.V. cahier du .loiirnal 
de cette école , i“. que le parallàlipipède construit sur 
les trois axes tlune ellipsoïde est équiealent à celui qué 
Ton construirait sur les trois diamètres conjugués : a', que 
la somme des carrés des diamètres conjugués est égale 
à la somme des carrés des trois axes. 

On trouvera , dans la seciion suivante , les dérnons- 
Uations de deux autres théorèmes sur les surfaces dont 
il s’agit. 

Des propriétés des projections stéréo graphique et orthogra- 
phique des cercles de la sphère. 

147. Si entre un corps et l’œil on place un plan ou 
une .surface quelconque ^g^et que l’on conçoive des rayons 
visuels à divers poinu du corps, les intersections de ces 
rayons avec la surface interposée , seront les repr.’sen- 
tations ou les projections stéréographiques de tous ces 
poiilts. Lorsque l’œil est supposé à une di.slance intime 
du plan de projection, ou du tableau perspectif , les lignes . 
projetantes sont toutes jiirallèles entre elles, cl si en 


\ 
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cutre , elles sont pcrpendir.ulaires à ce même tableau , la 
projection est dite orthographique ; telle est celle que nous 
avons déjà considérée. Nous nous borneroVis à examiner les 
propriétés les plus remarqu.tbles de ces deux espèces de 
projections, qui servent de fondement à la construction des 
mappemondes, et nous renverrons, pour de plus amples 
détails, au Traité de Topographie , .etc. 

L’équation de la sphère est , en plaçant l’origine des 
coordonnées au centre , 


; 

celle du plan d’un de ses cercles , est 
z — Ax-\-By + D, 

et les projections verticales et orthographiques de la gé- 
nératrice du cône optique sont en général 

* — + c) , J'-b = nj^e-^c); 

« 

mais en supposant que les coordonnées du sommet de 

ce cône soient a = o, i = o, — c, on a simplement 

• ... 

x = + y=:n (^z + c) 

1 

ainsi l’équation du plan précédent devient 

Z = Am ( r -J- c ) -J- + + 

Substitujint ces valeurs dans l’équation ddE la sphère, et 
éliminant m, n , on a enfiii 


• ** -h y' 


( Aex -+- Bej D,{ ^ c ) )* 

{z -Y c — /fx — BjY 
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Telle est l’c/jiiation de la surface conique qui a pour 
hase un cerdc quelconque de la sphère, et dont le 
soRiinet est dans l'axe des z, au-dcssOus du plan des xy 
suppose horisontal. 

Dans la projeelinn connue sous le nom de projection 
sièréogrcphiijtie de Plolémée , le poiiU de vue est sur la 
surface de la sphère , à rcxlremiilé du rayon pcrpcndi-i 
culaire au. tableau perspectif : or , dans ce cas, c = r; 
on a donc pour équation du cône optique 


»’ -+ 


( Arx -f- Br^- + ( r + r ) )• 

(77-f-rr 

r’ ( Z + r — Àx — By )* 


0 ¥') 


et si on fait dans celle-ci, zr=o,* la projection stcrco- 
graphique du cercle qui sert de base au cône , aura pour 
équation 

2 Ar^x a Br\y ( r — D ) r* 




i) r D r 


D + r 


(>) 


Il résulte de là que les projections stdréographi^ues des' 
cercles de la sphère , sont elles-mêmes des cercles. 

L’équation des projections des parallèles perpendicu- 
laires au plan xz résulte .de la précédente, en y faisant 
B = O , parce qu’alors celle de la base, du cône est seu- 
lement z = -(Æ-|-D; on a donc . . • ' 

2 Ar'x / r — D \ 

, *‘+^+TrTT- = (tmtt)''- 

Quant aux grands cercles de la sphère , leur plan a 
pour équation, Z = y 7 x ainsi celle (i) devient. 
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L cause de Z) = o , dans le cas attnel , 

a:* +9^’ — 2 ylrx -j- 2 Zl/j = r’. ( 3 ) 

« 

Si,, dans celle équation, qui est celle de la projection d’un 
grand errefe , on fait (x, — Ar~) — x , , 

pour faire disparaitre les premières puissances des variables , 
on aura 

. les coordonnées 'du centre de cette projection , sont'donc 
Ar et Br, ou simplement A el B , en faisant r égal à 
l’unité. ' 

Lorsque l’on place le point de \'ue au centre de la 
sphère, et que l’on projette sur un plan qui lui est langent, 
il faut, dans l’équation (M') , faire ci=o, elx = r, ce 
qui la réduit à 

+'" = -^ (.r — Ax — BjY ( 4 ) 

ainsi dans la projection centrale, les cercles de la sphère 
sont représentés par- Tune. des courbes du second ordre, 
excepté les grands cercles qui le sont par des droites , 

puisqu’alors celle dcrnicxe équation se réduit à 

> Ax — By = o , à cause de U — o. C’est cette pro- 

jection que l’on considère en gnoinonique. 

Dans la projection orthographique , le point de vue 
étant censé à une distance infinie du tableau perspectif, 
on a c = oc , et potir lors (dZ) devient 

X' -Y {Ajc -Y By -Jf liy (5) 

c'est-à-dire que l/es cercles de !a sphère sont , en général , 


t 
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reprcscnlc'S par des ellipses ( n". 42 ). Il est évident qi#e 
res dernières roiirbes sont les liases des surfaces rylln— 
driques dont les cerçles de la sphère dirigent le mouvement 
des génératrices. 

i 4 ^- Cherchons à présent le rapport qui existe en gé- 
néral entre l’angle et sa projection, de deux cercles qui 
se rencontrent sur la sphère. ' 

Sur une surface courbe quelconque., l'angle formé par 
doux courbes planes qui se coupent, se mesure par l’angle 
que" forment les deyx tangentes menées à chacune de ces . 
.courbes au point de leur commune section. Relativement ^ 
à la sphère , on peut toujours mener un plan par son 
centre et par l’une des tangentes dont il s’agit : alors 
la section circulaire qui en résulte a pour tangente celle 
que contient ce plan, et la perspective de cette section 
est touchée par la perspective de sa tangente. 

Cela posé , prenons , pour plan des xz , celui qui passe 
par le centre de la sphère et par le point d’intersection 
des deux tangentes ii sa surface , et plaçons toujours à 
ce centre l’origine des coordonnéts rectangles. 

Les équations des plans passant par les deux tangentes 
à la surface de la sphère et par cette origine , seront 

z = Ax-hBjr . 

z^Ax + By i ^ 

cl l’on aura respectivement , pour les équations des pro- 
jections steréographiques des courbes circulaires résultantes 
des sections de ces plans, 

a;’ 2 2 % S= t 1 

x’ 2 Ax~-^~ 2 B'yz=: 1 ) '■ ' 

le rayon de la sphère étant pris pour unité, équat. ( 3 ). 
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Si , par le point où sc coupent ces deux projections , 
l’on mène une tangente à cliacune, l’angle de ces tan- 
gentes sera la perspective de l’angle des tangentes à la 
sphère. Ainsi, désignant par ( et t' les angles que les, 
premières tangentes font avec l’axe dgs x , on trouvera , 
par le n“. tag, que les équations (i) donnent cespecr 
tivement , 

X Â 


tang t 


tang l'= — 


J + li * 

X -\- // 

7+^’ 


lies rapports se réduisent nécessairenjent à ceux-ci ; 


^ V' i -i- A' , I + - 

tang I = , Ung 


B' 


car, si on soustrait l’une de l’autre les équations (A), on 
en oblietidra une nouvelle qui ne pourra être satisfaite, 
à moins que y ne soit nulle. On a donc o , et 
X = — \/ 1 A * • ■ 

Maintenant, l’ôn sait qu’en général 

tane I — lang j' 

° ^ ^ 1 -f- tang t tang i* 

ainsi , pour le cas actuel , 
l.ang (4 — 4' ) = 


{B — B'') Vi 4 - ./* 


A' + BB' 4- t 

t 

Telle est l’expression de la tangente do la projection de 
l’angle cherché ; mais cet angle est aussi celui des deux 
plans (<ï) , puisqu’ils font un angle V dont le cosinus est 
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( 11”. Mf>), 

A' 4- -t; I 

cos y = ' — 

ou dont 


tang y : 


VA' + + I + ^'* + I * 

( I? _ J5' ) \/ Tir~F 


+ IW' + I 


Donc , tla/is la projection stéréographique de Ptolémée , 
la perspective de l’angle de deux cercles quelconques ne 
àijfere point de l’angle lui-wême. 

Le’ calcul précèdent aurait clé plqs simple si nous ‘ 
eussions supposé une des tangentes dans le plan -ra ; 
mais nous avons voulu traiter la (jnestioii dans toute sa 
généralité. 

Nous obsers'erons qu’en appliquant la même méthode 
aux projections centrale et orthographique des cercles de 
la sphère , on parviendrait à ces deux césultats assez re- 
marquables ; savoir : 

i". Que dans la projection centrale , la tangente de 
l’angle de deux méridiens , 'dont l’un coïncide avec le 
plan arc, est à la tangente de sa projection , comme le 
rayon des tables est au sinus de la hauteur du pftle. 

2°. iQue, dans la projection orthographique, les tan- 
gentes de CCS deux angles sont précisément darïs un rap- 
port inverse du précédent. 

La première proportion , démontrée d’une manière très- 
dilTérente dans tous les traités de gnomonique , y 
énoncée ainsi : Pour le cadran horisontal , la tangente de 
la distance angulaire du çoleil au méridien , est à la 
tangente de l’angle que fait la ligne horaire. as'CC la mé- 
ridienne , comme le sinus total est au sinus de la latitude 
du Ucu, / 
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Analyse des principales propriétés du tétraèdre. 

i4<> Dans un très-beau Mémoire inséré parmi ceux 
de l’Académie de Derlin, année 1773 , M. Lagrange, .en 
donnant une théorie analytique <|e la pyramide triangu- 
laire , s’est principalement proposé de démontrer , par la 
seule considération des coordonnées rectangles , que les 
questions qui paraissent être le plus du ressort de la géo- 
métrie , peurent être traitées avec beaucoup de détail 
et de succès par le calcul* algébrique : nous ne pouvons 
donc mieux faire que de rapporter , dans cette circons- 
tance , quelques-unes des formules dont ce Mémoire est 
enrichi. Les conséquences que nous déduirons de la théorie 
de ce célèbre géomètre, feront voir aussi' qu’en s’exerçant 
à bien lire dans l’analyse algébrique, on y découvre souvent 
un grand nombre de vérités importantes. 

[ Fig. qo. ] Soit AMJH'M" un tétraèdre quelconque 
ayant pour base le triangle et son .sommet y/ 

à l’origine des coordonnées rectangles. Si on désigne par 


X X 

X' X 

SC» -J 

J 

y'. [ 

y > 

Z 3 

z' 3 

z" 3 

coordonnées des 

points 


A/, 


M», 


, et que l’on fassf 

AM z=a, AM' = a ' , AM» = a» , > ^ 
M'M» = c , MM» = c' , MM' = c» , 1 ^ ^ 



Au oioycD Je cette notation , on pourrait se passer Je figure } car 
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^ ar* +y’ -f = «• 

^ *" -f- j'* + z'* = a'’ 

JC** -)- zH‘ r:2 flV» 

(*'—*")’+(/'— tr'’)’+(z'—z")*=c* ^ 

(x —x»y+{y —j")’+ (z —Z»)* =c'* \ • (i) 

(x _x')*+(j— jr')*-t-(i._r')* = c»*j 

Développant les premiers membres de ces trois dernières 
équations, simplifiant, à l'aide des premières , et faisant, 
pour abréger, 



x'x" -t-yy -+- x'z" = i \ 
xx" ~\.yyn 4- ZZ* = i' > 

(3) 

il viendra 

xx' -\-yy' '+ 



a'* -j- a** — 2 . b = c* \ 



a' e,»* _ 2 5' = z'* > 

. (4) ■ r v. 


a' -f" a'* — 2 t'i x=i c'f'J 

t 


et par conséquent 

— c* t, û*4-o** — c'» a*+a'*— c** 

» ■' — ' » * — • 




Si on veut mettre à la place des arêtes ceV* les angles 
vy'y'^ » <îui leur sont opposés au sommet du tétraèdre , 
on aura , en vertu de la propriété du triangle scalène , 
n». 27 , - 

I . 


'i. 




w ... . 


le» ai«t«s opposées aux angles ytf, du triangle jW;W .1/" sont 

désigoées par des lettres c qui portent le même aeeeiit, tandis que 
les arêtes qui aboutissent au sommet de la pyramide sont représen-* 
tccs par des a. 
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b ■= a'a'' COS Y , 5' =: cos y*, h" •= aa' cos . 

Cherchons maintenant les airçs des faces da tétraèdre, 9 

l'aide de la foHnuIe %\/ — ( 7 *+^’ — 
montrée (n“. 64 - L- C.), et exprimant l’aire d'un triangle 
rectiligne /, g, b. Comme le triangle M'AM" a ponr 
côtés a' , a" , c, son aire, réduction faite,' sera 

= i Vaf‘aK‘ 

De même pour le triangle MAM" , dont les côtés sont 
a , a", c' , son aire 

• — i — ô'»; 

et pour le triangle MAM', dont les côtés sont a, a', e", son 
aire * , 

* » = ï a^o'“ — ô"’. 

Mais afin de simplifier , l’on pourra faire 

— ô* = «* 


a- -O" • — O = \ 

a'a"' — i" = •" \ 
aV* — i«» r= 


( 5 ) 


r 


par là les aires' précédentes seront respectivement repré- 


sentées par . , 

a 2 
t 


Il reste à considérer le ^riangle MM'M" dont les côtés 
sont'c, c', c". Soit s son aire; on aura, par la_ formule 
ci-dessus 

i6 i' = 4 c’e" _ ( c’ c'’ — cl' y ; 
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substituant pour c, c', c" leurs valeurs (4), cette expression 
deviendra 

4s’=(a’4-a®‘— ai') (a'’-f-fl»>_2i) — (a»'— J — b'-^b”y. 

EfTecluant les opérations indiquées , simplifiant au moyen 
des formules ( 5 ), et faisant, pour abréger, 


( 6 ) 


ü'O" — a' ù z= /3 \ 
bb" — a'’i' =: /i' \ 
ii' — a^*b^i — ^11 ) 

l’aire de la "base duJclraèdre sera 

_ V a' + «"-!-«»• -4- a (;9 + 4' -f- âfl*) 

«J • 


Pour, procéder actuellement à la recherche du volume 
T du tétraèdre , il faut introduire l’expression de sa hau- 

sH ^ 

tour A, dans la formule V=-r—, Or, on sait(n“. 109) 

«7 

que lorsque P désigne la longueur de la perpendiculaire 
abaissée d’un point qui a pour coordonnées x, .y', e, 
sur un plan dont l’équation esl Âx-\-By-{-Cz-^Dz=.Oy 
on a 

P — ^ ^ ' " 

.{/yP -h ^ O 

mais, dans le cas actuel, x, =9"; =^, = o, puisque le 
sommet A de la pyramide est à l’origine des axe» ; ainsi 
on a simplement . . 

T> 


h = 


V yP + ff' 4- C* 
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Le moyen de déterminer les ceediciens constans de 
l’équation du plan de la base MM'M", d’après la con- 
dition que cette base passe par les points MM'M" , est 
d’opérer comme dans le n*. 107 ; mais pouvant ici faire 
usage des résultats qui y sont rapqrartés , on aura , en 
diminuant toutes les lettres d’un accent, pour se con- 
former à la notation présente 

j 4= z'y" — y’ Z» -H yz« — zy’ —yz>, 

B = x'z" z'x" -1- zx" xz" 4- xz' — zx' , 

C = y'x" — x'y" + xy" — yx" -f- yx' —xy ' , 

J) — - xy'z" -\-yz'x" -^zx'y" — xz'y" ~yx'z" — zy'x". 

Soit, pour simplifier, 

y'z" — z'y"~i , z'x"~x's"—^ , x'y" — y'x" = ^ ■\ 
zy" —yz" — J', xz" — zx" =11', yx" — xy" vy) 
yz' — zy' = 1 ", zx' —xz' —n", xy' — yx' =^"j 

les trois premières équations ci-desslis deviendront , es 
vertu de celles-ci , 

+ . ■ 

-B 

et l’on aura alors, pour la hauteur de fa pyratnidc, 

^ ^ 

v^<6+i' + i")*+ C.+i'-f CC+4'+;")’ ' 

expression qui acquerra une nouvelle forme, à l’aide de la 
considération suivante : ' 

il est remarquable qu’il existe entre 


1 




1:1 
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les montes relations qu’entre x,.,y,,, z... et a.,, h., fbtir 
nies par les équations (,) et (3). Kn effet, on élève 
a la seconde puissance chacune des équations ( 7 ), et 
qu’ensuite on ajoute 3 à 3 les premières , les secon.les 
«t les troisièmes équations de chaque ligne, on obtiendra, 

T(V" <1« équations (,) , (3) 

r + + = } ( 8 ) • 

Ces mêmes équations ( 7 ) offrent aussi , par une autre 
combinaison, res relations 


IV -h -h fi 

H’> + „« 4 . _ fl' 

«' -f +ÇÇ' =fi" 


(9) 


qne 1 on peut d’ailleurs vérifier en rendant toutes les 
quantités |, , fonctions de x, x' ... 

Cela posé , en développant les termes qui sont soiW 
le signe radical de la valeur de h obtenue plus haut, 
et en faisant les substitutions auxquelles les équations 
(^) ( 9 ) donnent lieu naturellement , on aura 




1 ) 


"V 2 ) 

Il suit de là et de la valeur de j, troiHée précédemment , 
sA 


que 


1 ) 

6 


t<a quantité D est donc le sextuple du volume du tétraodre 

V 
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proposé ; et comme elle n’est composée que des coor- 
données des sommets des. angles du triangle AIM'M" , 
on est en droit de conclure que la valeur de F exprime 
généralement le volume de tous les tétraèdres qui ont 
leur sommet à l’origine des axes. Voici, maintenant, cohi- 
ment M. Lagrange change la quantité i), en une autre 
qui ne dépende que des cdtés de la pyramide. 

11 est évident qu’en combinant entre elles les équations 
(8) et ((J ) , de manière à former des équations analogues à 
celles ( 5 ) et (6) , les résultats de ces combinaisons pour>- 
ront être représentés par A’, A'*, A"* et B, b', b"; on aura 
donc 


A* \ — = B • -t 

A'; > (5') /8/3" — = B' V (6') 

A'**) /3^' — J 

et comme des relations (y) on est arrivé à celles qui 
«ont désignées par (8) et (9) , il s’ensuit que des équations 

=x', IC" — -y' , »i" -y =z' V70 

c,' — aÇ' Cl' W —al' =^"J 

•n parviendrait de ménle aux suivantes , 

X* -f r* -f Z* = A* ^ 

X" F* + Z" = A'' V (8') • 

X"‘ -f- F»* -f- Z"-‘ = a"> 3 

X'X" + F' F" -f-Z'Z» = B -t ' 

■ • . XX'i +¥¥« z=B' i ( 9 ') > 

XX' +FF' +ZZ' = B* 3 


«>,»• __ fi'' — 

«V'* —/ 3 "‘s= 



r 



)!■ 


Or, si àu moyen des rcla lions (7) on élimine des équa-> 
lions (7') les qnanlilés qui composent leurs preinienl 

mêmLres , on aura , à cause de 

JJ = xy'x" -^yz'x" -\-zx'y‘^ — xz^'—ya/z" — zy'x* 

• 

X =Vx , 'Y =üy , X =J)z , 

X' = IJx ' , ) ' = IJy ’ , Z' = ])z' ,• 

X"=J)x", Y«=l)y\ Z"z=l)z». 



Ces valeurs étant substituées dans les formules (8') et (</}» 
il viendra , eu vertu de celles (1) el ( 3 ), 


A* = D'a' , 

A'‘=ü a", 


B = ü'b , 
B' = ü=b' , 
B"=zJ)bl>. 


Chacune de ces équations peut fourrtir la valeur de IJ’ } 

A’ jjx * 

la première , par exemple , donne /-)• = = 

a' a' 

et substituant, poA «'•, •»’, leurs v;ilcurs (â) et (G), 
on aura 

I)'‘ =: a'a"‘a"*-\-:ibb'b" — a'b'' — a''b'^ ' 

donc le volume de la pyramide triangulaire, ou— 

6 

pourra encore être exprimé par la /prmulc t 

y, 3 bb'b*' — a'b'’ — a' ‘‘b’* — a^’b'- ’ ) 

= — -6--;: • 

Rien ne serait plus aisé maintenant que de la rendre 
entièrement fonction des côtés, puisqu’on peut rem- 
placer i, b' , b" par leurs v*leur$ (if) ; et si on voulait qii’-elle 
ne dépendît que des «êtes o,n',o" , il faudrait y substituer 


"t' 

■ A 



les valeurs <le é, b', b" données en fondions des angles 
V» v'i y" • dernière opération étant faite , on aura 


yz=.^tia'a'' l-COS'‘y-C06'‘‘y'-CO»''y"~{-SLCOSyCO&‘y'cosy1, 

6 

quantité qui est sous le radical de cette valeur 

suite du produit des deux facteurs • • • 

sin y sin y" -j- cos y' — cos y cos y" , et . 


sin y sin y" — cos y' -f- cos y cos y" ; mais le premier 


= cos y 


cos C y + y« ) = = + 


second = cos (y — y* ) 


sin^- ^ ^ ** ** ** 

, . ^ y^y' — y"'\ y'-4-v"— v*^ 

— cosy'=2sm^ 1 J> 

I > • y I y^ 

donc, le volume cherche, en faisant X= a 

» 2 

sera exprimé plus symétriquement par Ja formule 
V= <Mt'a* ^[[sin 2 sln (s — y) sin (*S — y' ) sin (ï — y" ) 3- 


D’un autre cftté, il est évident qu’une pyramide triant 
gulaire est le sixième d’un parallélipipède compris sous les 
trois arêtes contiguës de cette pyramide; donc, le volume 
d’un parallélipipède, toutes choses égales* d’ailleurs con\me 
dans k tétraèdre, a pour expression 
'■ t/ = aa'a"R , 

R désignant le facteur irrationnel de la seconde expres- 
sion de K. , 

On peut parvenir d cette dernière formule par une 
analyse beaucoup moins* longue , et sans employer néan- 
moins d’autre considération que celle des coordonnées 
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rectangles. Pour le faire voir , sujjposons que le plart 
des XY soit une des faces du paralielipipéde., de la face 
M' AM"., par creniple, de manière que l’arèlc a" coïncide 
en même teins avec Taxe des x, ce qui ne peut manquer 
d’abreger les calculs; on aura nécessairement z' ~ z" z=.o, 
et r sera la hauteur du parallélip^pède. Or, l'aire de sa 
base étant c'a* sin y, son volume 6' sera 

‘ V =. a'a"t sin y. 

Reste donc à trouver r en fonction des données. Pour cela, 
reprenons la relation xx' -^yy’ zz' = aa' cas y" trouvée 
précédemment , laquelle se réduit à 


4 " yy = » 

à cause de z' = o, et nous en tirerons 
aa' cos y" — xx' 

mais il est aise de s’assurer que a; = a cos y', x'zzza' cosyi, 
y' zzza' sin y ; donc , 


J' 


a ( cos y" — cos y cos y' ) 


Sin y 


D’un autre cdté, si, du point M , on abaisse une perpen- 
diculaire E sur l’axe dej x, ou, ce qui revient au même, 
sur a" , l’expression de cette perpendiculaire sera 

E =z a sin y' ; 

. ' 

et à’ cause de z = y £' — y ‘ , on aura 

■g — V sin *y sin *y' — (cos y* — cos y cos y' ; 

sin y 

* 
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^onc le ^^oIufne du parallciipipède est comme ci-dessus 

é 

t SE sa' a" sin y = aa'a"R. 

k5o. On a doiïn^ ci-de.îsus unc manière de décomposer il 
■«n facteurs ; voici encore sous quelles formes cette ex-^ 
pression peut être mise. 

I £n prenant le triangle MAM' pour basé du tétraèdre 
AMM' M" y le volume de ce corps sera 

V= sin (a, a') — » 

désignant la hauteur de la pyramide, et (a, a') l'angle 
y". Or, Si est aisé de se convaincre que si A exprime tou- 
jours la perpendiculaire abaissée du point A sur le plan du 
triangle , on a 

h , _ h , h 

cos(A,e)* cos(A,o') * cos (A, a") * 

q = a" sin («a', a") ; 

'Ç^aa' t 'a'i") dénotant l'angle’que l’aréte O® fait avec le plan , 
ba'. 

11 suit de là que la Valedr précédente de V devient 


A* sin ( fl, a') sin ( aa', a*) 

6 ’ cos (A, a ) cos ( A , a' ) cos ( A , a" ) * 

par la même raison 

A’ sin (a, a®) sin (aa®, a' ) 




6 

A> 


cos ( A , a ) cos ( A , a' ) cos ( A , a® ) 
sin ( a' , a® ) sin ( a'a® , a ) 
cos (A, a ) cos { A, a' ) cos (A, a® ) 

a3 


< / 
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•t comme les facteurs sin (a, a' ) sin (_aa\ a" ), etc. , 
restent constans , quelle Que soit la grandeur des arêtes 
a, a' , a", ou celle de la perpendiculaire h, on doit en 
conclure que l’on a, en comparant ces dernières valeurs 
dct/^avcc la première de la page 35i, 

R = iin (a, a') sin (aa', a*) =sin(a , a*) sin (a a^, a') 

= sin (a', a* ) sin {a' a", n ) ; 


or, (a, a') et (aa*, a') étant respectivement l’hypo- 
ténuse et le côté de l’angle droit d’un triangle sphérique 
rectangle , il est clair que 


donc 


sin ( aa*, a' ) 
sin ( a , a' ) 


sin ( aa", aa'.) ; 


sin ( aa', a* ) =.: sin ( a , a® ) sin ( aa®, aa' ) , 
sin ( aa®, a' ) = sin ( a , a' ) sin ( aa', aa® ) , 
sin ( a'a®, a ) = sin (a', a ) sin ( a'a, a'a® ). 


On pourrait trouver d’autres expressions de If, non 
moins symétriques que les précédentes , mab un peu plus 
compliquées : par exemple , on sait , par le théorème du 
n”. loo, que le carré de la bBse du tétraèdre, c’est-à-dire 




a’a 


a"a®* 


a a' . aa® 


X» — — . — sin*(a,a') sin* (a,a*)f4- • sin’ (a',o®) 

4 4 ■ 4 

-sin (a , a' ) sin (a , a® ) cos (aa' , aa* ) , 

< 

— 2 : sin (a, a') sin (a', a®) cos (aa', a'a®), 

.►sin (a, a®) sin (a', a*) cos (aa®, a'a®); 

4 


- 

4 

aa' 

. a'a* 


4 

aa® 

. a'a® 


t 


355 


DE Géoh£tbie. 


et si on multiplie cette équation par ", qu’on égale 

le produit résultant à la valeur ^e déduite de l’équa- 
tion (m) précédente , et que l’on fasse 

Cos(A,a)=y<, cos (A, o') , cos(A, 

on obtiendra sans peine cette relation 

fy<’sin*(a',o") yf'’sin’(o, a"')-\-A'f‘s\n'(a,a'') 

1 — 3.AA' sin (a, o") sin (a', fl*) cos (oa", a'rt") 

— a. A A'^ sm (a, a' ) sin (a', a") cos (aa' , a' a") 
•— 2 y/'yf'sin(a,a' ) sin (a , a") cos (aa' , aa") 


G’ est i ce résultat même que M. Lefrançais est parvenu ,• 
mais par une marche toute différente de la nôtre , comme 
on peut le voir dans son Intéressant Mémoire cjté au n“. 1 13. 
i5i. Actucllemeift soient les coordonnées d’un point 
placé où l’on voudra , au dedans ou au dehors de la py- 
ramide , et désignons respectivement par /, g , g' ■, g" j 
les distances AP, PM , PM' , PM" ; on aura évidemment 


+ •s 

^ (p— ^ y+(9— y 

(p— x')‘-f-( 9 — y )*-l-(r— = 

(/>— o:*)*4-(y— y')*-f-(r— = * 

Développant ces trois dernières équations , réduisant à 
l’aide de la première et de celle (i), puis faisant, pour 
abréger , ■" 




, À': 


g'* g 


ff» 


il viendra 


é 
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: px -^(jy +rz = k , 
px-' + i/y' + = A' . 

px"-\- çy"-i~ rz^— k" ; 

d’où l’on tire , en ayant egard aux relations ( 7 ) et à U 
valeur de D, 




D ■ * 
A, + k'„> 4 - k"„o 
D * 

K + *'Ç' 4- 
D 


Ces valeurs étant introduites dans la première équation 
(yt') , l’on aura 1 

+a cs“A^'4-^'AA''4-/8A'A* ) » 

en recourant toutefois , pour simplifier , aux formules ( 8 ) 
‘t (9)._ 

11 suit de là que l’on peut résoudre le problème sui'** 
vant : étant données les neuf arêtes d’un polyèdre composé 
de deux tétraèdres adossés l’un à l'autre , trouver la valeur^ 
de la diagonale qui joint les deux angles trièdres de ce 
solide, té ^ 

Si, dans l’équation précédente, on remplaçait A, A', A*, 
par leurs valeurs , et qu’on ordonnât les termes par rapport 
à y, cette équation monterait au quatrième degré; mais 
elle serait réductible au second , et donnerait par con- 
séquent deux racines réelles pour y* ; parce qu’en effet 
le problème admet deux solutions , comme il est_ facile 
de s’en convaincre en considérant que le polyèdre proposé 
peut iire concave ou couveae. La plus petite valeur des 
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d'eux Aef' appartiendrait au premier cas , et la plus grande 

appartiendrait au serond. 

Supposons dans le tétraèdre ci-dessus, y=^c= g' 

he point P sera le centre de la sphère circonscrite , ef pour 

a* o" a"'‘ 

lors k = , k' = -J , h" -= : partant, l’cqua- 

lion précédente- devient 

«'a* + 4-a (,a»a*a'* -f-^a'aV* 4-/K>'’a**) 

• on a donc, pour l’expression du rayon de la sphère rîi;- 
çoijscrite au tétraèdre AMàJ'M'J , 


/= 


■” ■ 7d ' ’ 


[ 


et en y introduisant les angles Vi y'i Y^> obtiendra , 
ayec un peu d’attention , 

a sin’, + <?'■ Bin V. + o.''’ sin ’y" ~~l 

—laa' {KMy'l — cosycof V) — aa«'?(cos»'— cosycosr'')— 2 a'«'t(cos, — cos>'cos ,'0 I . 

, — cos 'j — eus '>/ — cos V' + a cos y cos y' cos y" ^ 

c’est à quoi N. Legendre est parvenu immédiatement pv 
les principes de la trigonométrie sphérique , note V de sa 
Giomitrie. 

Si on remontait aux valeurs générales des coordonnées 
y, r du point P trouvées plus haut; on aurait, dans 
la supposition que ce point est le centre de la sphère 
circonscrite," '• 

-f -+- a''.*!" 


9 = 


2 Ü 

o’i) -f- -)- à'i'ii" 

— jTj; 


(lo) 
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M. Lagrange fait subir à ces valeurs , des transforma- « 
lions qui reposent sur des considérations analytiques très- 
remarquables ; mais on ne peut se dissimuler que la posi- 
tion *du rentre de la sphère circonscrite ne soit assez 
pénible à déterminer graphiquement par cette voie. Pour 
obviera cet inconvénient, nous mcrdifierons , sur ce point, 
les calculs de cet illustre géomètre , sans nuire néan- 
moins à l’élégance de sa méthode , et de manière à faire 
voir que les résultats de l’analyse s’accordent avec ceux 
que l’on peut déduire de la seule géométrie. • • 

lleprcnons , pour cet ‘effet , les équations (_A) dans 
lesquelles nous ferons y = g- = g' =z «nous aurons 
ce nouveau système 

+ 9’ + ^ =/* ) 

— x )■ J )._|_(r— * )*=/•( 

(/; — x' )> -f- ( y —y' )• + ( r — z' )• =7^ / 

(^p — xOy -f- {^—yl>y -f. (r-r ««)•=/> j 

Développant toutes les puissances indiquées, et, de la 
première équation , soustrayant successivement la seconde, 
la troisième et la quatrième . on n’aura ‘plus que les trois 
inconnues /?, y, r, dont les valeurs seront données par les 
équations 

xpx a yy -f- a rz — ** —y* — z’ = o , 

a px' -f- a çy' -f- a rz' — x'* — y" -y- *" = o , 

3 px* -f- a çry* -f- a rz^ — x**— _y** — z*'= o. ' 

Au lieu de simplifier celles-ci, comme nous l’avons fait 

précédemment , et de procéder à l’élimination , noys 
con idérerons chacune de ces équations comme celle d’un 
plan dont les coordonnées de ses points sont pyr. Ces 
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coordonnée» devant être les mêmes dans (les. trois plans 
au point de leur conftuinc section , c’est-à-dire au sommet 
de l’angle tricdre qu’ils forment entre eux , il s’ensuit 
que le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre pro- 
posé sera le sommet de cet angle-, 

£n donnant aux éqùations précédentes la formo 

* ("-f)=°j . 

on voit que la première équation , par'cxcmple, est celle 
d’un plan assujéti à passer par un point dont les coor- 

données sont , , J point qui est visiblement 

a a a ^ 

le milieu de la corde AM de la sphère. Ainsi les plans dans 
lesquels est situé le centre cherché , passent par les mi- 
lieux des arêtes du tétraèdre inscrit. 

Il reste maintenant à connaître la position que ces 
plans 'doivent avoir à l’égard des cordes qu'ils coupent; 
or, les équations des projections verticales de la droite 
AM passant par l’origine , sont 



«D regardant p, g, r comme lc5 coordonnées d’un point 
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quelconque de ■ cette droite , et r c^mme la coordonné)» 
verticale. 

De le plan qui passe par le milieu de y/ilf ayant 

pour équation la première du système (C) , .ses flaces sur 
chacun des plans coordonnes sont 


P 

9 - 


ar* 4- J* 


a a; 
+ J* 
3.x 


=- 7 (— 



(E) 


De la comparaison de celles-ci avec les équations (D) 
on conclut que les deux traces du plan sont respecti- 
vement perpendiculaires aux deux projections de la droite 
AM, n“. log.'Donc le plan est perpendiculaire à la droite ; 
donc enfin , le centre de la sphère passant par quatre 
points donnés , est à l’intersertion même des plans menés 
pcrpendirulaireméht aux milieux des trois droites qui 
joignent ces points. 

Il est facile de voir que les deux premières équations 
(C) peuvent être mises sous la forme 






, X JT 

Or, si on avait à la fois les relations = — — , 

y elles exprimeraient non-seulement que Icst 
plans au.xqueb appartiennent les équations précédentes 
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«ont parallèles entre eny ( n*. toS^j mais encore, elles in-, 
diquaraient <jue les points A , M, M' sont en ligne droite. 
11 suit (Je la qu’il est impossible , dans l’hypothèse actuelle, 
de faire passer une sphère par les quatre points donnés, 
ipuisque Son rentre ne peut être dans deux plans differens 
«ans sa tronver sur leur intersection. Mais ce problème 
admettrait une infinité de •solutions si les quatre points 
étaiçnt’ .situés sur uçft même circonférence, parce qu’alors 
les plans menés perpendiculairement aux mibeux de deux 
cordes ('quelconques de ce cercle, se couperaient tous 
denx à deux, suivant une seule et même droite. 


rSa. Rapprochons-nous maintenant de la methede de 
M. l.agrange , et, pour cela, supposons que le point P 
n’est plus le centre de la splicre circonscrite. Pour avoir 
la plus courte distance % de ce point à la base MM'M" 
du tétraèdre , nous einplorecons encofc la formule du 
n”. loç) , savoif 


D -if- Ap Bq Cr 
y A' :f jG* -f- C* ' * 


et én y substituant, pour A y B, C, D* leurs valeurs 
calculées précédemment, on aura, en se conformant à la 
présenté notatioir, ‘ 


+(>t4-*'+*'o* +c^+.c+ç")“/ 

pu bien f 


71 - (I -H l'-f- P )p- (s + s'+s") ? - f 

’ . 'T . ■ ' ' - 

-f- 3 /3' 


\ 


\ 
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On peut modifier les valeurs de A, B , C,D,de ma- 
nière à ce qu’elles conviennent aux faces latérales de la 
pyramide. Pour cet effet, il suffit de supposer que le 
plan MM'M" coïncide successivement avec les faces 
AM' Ml, AMM", AMM'-, et c’est ce qui aura lieu, si on 
fait d’abord x=zy = ec=o, puis je' = = x' =: o» 

ensuite x" xxy"xxz"sx o ; et , pour les trois cas , I) = o, 
puisque les faces dont il est questlotr passent par l’origine. ^ 
Soient donc p , p', f" les perpendiculaires abaissées res- 
pectivement du point P sur ces faces. Si on fait atten- 
tion que ces perpendiculaires sont négatives par rapport 
à «r ( n°. loq ) , on aura 

Ip -\r „q 4-Çr 

, = 7— 

, _ i'p + ■>'? 4- 
* ~ 

, l”p -f r,»q -f 

f — „lt 



et si , de l’équation «, on tire la valeur de P, on obtiendra, 
en vertu des éijtaatlons précédentes. 




formule qu’il est aisé de vérifier, car le tétraèdre . . . 
AMM'M" peut être considéré comme l’assemblage de 
quatre tétraèdres partiels qui auraient pour bases les faces 
du premier , et pour sommet commun le point P. 


Lorsque 
•gales , on 


toutes les arêtes du tétraèdre proposé sont 
a b xz. b' — b" xz , et par suite. . « 


« 
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fi — — ; donc 
* «5 




D — + f + f' + f" ") <t. 


Concluons de que si d’un point quelconque pris dans 
l’intérieur d’un tétraèdre régulier, on abaisse une per- 
pendiculaire sur chaque Jace , la somme de ces trois lignes 
sera toujours constante. On conçoit bien que celle pro- 
priclé est commune à tous les polyèdres dont les faces 
sont équivalentes. 

En prenant le point P pour le centre de la sphère 
inscrite, on aura » = p = = et si , pour abréger,' ^ 

on f^it a = y/( «* •'* -f- «•* -f- a ( fi fi' ■+ fi'O) , 1* 

formule précédente donnera 

I 

— i) 

«»-(-« -f- «' -f- * 

c’est-à-dire , pour plus de simplicité , 

3 y 

y désignant le volume, et S la surface de la pyramide. 
Telle est l’expression du rayon de la sphère inscrite. Nous 
ne nous arrêterons pas au calcul des coordonnées de 
son centre , parce que leurs valeurs peuvent se déduire 
sans difficulté des équations (it). D’ailleurs on doit na- 
turellement inférer de la méthode du n*. i3o, que le 
centre de la sphère inscrite est situé dans des plans qui 
divisent en deux parties égales les angles dièdres de 
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la pvramicle : propriété fln.ilnguc à relie du trianglft 
rertiligne. Nous engageons reiix qui désirent de con- 
naître d'autres propriétés du tétraèdre , à le Méntoire 
cité de M. Lagrange , et la Théorie des trattsversalis y, 
par M. Carnot. Ils trouveront aussi sur ce suj^et , un article 
fort intéressant de M. Monge, dans le n“. lo de la Corres- 
pondance-, sur l'Ecole polytechnique. Voiq deux d.gs pro-i 
positions nouvelles qui s’y trouvent énoncées 

1*. Si on prolonge indéfiniment les six arêtes d’une, 
pyramide triangulaire quelconque , on pourra inscrire entre 
ces six droites celle des surfaces du second degré que l'ur\ 
•voudra. 

En supposant toujours six arêtes de cette pyramide 
^ prolongées ind^iniment de part et d’autre , si l’on en con.^ 
sidère quatre quelconques, opposées entre elles deux à deux , 
il existe toujours un plan qui en se mouvapit parallèlement^ 
à lui-méme , les coupe toutes quatre dans des points qui 
sont toujours sur la circonférence d’un cercle. 

Le numéro du second volume de cette Correspon- 
dance, que j’ai déjà cité, mais dont je viens seulepicnt dç 
prendre connaissance , renferme sur le même sujet d’autres 
rcrherches très-curieuses de ce grand géomètre. On y 
trouvera en outre les d'émonstrations des formules de la 
page aSo. M. Pois.son a pris, comme moi, pour base de 
ces démonstrations, un des principes de ,trigonométrn> 
sphérique. 
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QUATRIÈME SECTION. 

NOTIONS SUR L’APPLICATION DE L’ANALYSE 
TRANSCENDANTE A LA GÉOMÉTRIE. 


CHAPITRE PREMIER. 

Théorie générale des osculations. 


Oscuiation des courbes planes. 

J 53 .. Il ne s’est agi, dans le n*. 129, que des droites 
tangentes aux cousbes planes, c’est-à-dire que des sé- 
cantes dont les deux points d’intersection coïncident. Ce 
n’est pas , néanmoins , la seule manière d’envisager les 
tangentes : en efTet , on peut les regarder comme le proi- 
longelnent de l’élément de la courbe ; ou , plus exac- 
tement , une droite est tangente à une courbe , lors- 
que , entre elle et cette courbe , il est impossible de 
mener, pair le point commun, aucune autre droite. Par 
analogie, les géomètres ont comparé les courbes entre elles, 
et cherché à connaître les conditions analytiques auxquelles 
il fallait satisfaire pour qu’upe courbe d'une espèce donnée 


Pbopositioks 


3C6 

s'approchât , 4ans un petit espace , le plus possible d’une 
autre courbe quelconque : ils ont même appliqué ces 
considérations aux surfaces courbes. 

Afin de présenter la théorie des osculations sous le 
point de vue le plus général , et de suppléer par là à 
ce qui manque dans tous les livres élémentaires qui 
traitent du calcul différentiel , je vais donner le précis 
de ce)le que M- Lagrange a exposée d’une manière 
élégante et lumineuse dans sa T/féorie des fonctions 
analytiques : ensujte j’en ferai , d’après M. Monge , l’ap- 
plication à la'recherche des équations de certaines surfaces 
courbes. Je supposerai donc ici que le lecteur est imbu 
des principes du calcul différentiel. 

Suivant le Théorème de Taylor ( Voy. le Cal. différent, 
élém. de Lacroix. ) , si y e.st une fonction de x , ou , 
ce qui est de même , si l’équation d’une courbe quel- 
conque est représentée par y =J (^x') , et que l’abscisse 
X reçoive un accroissemeut quelconque h, l’ordonnée jr 
variera en même tems d’une quantité k , dont la valeur 
sera donnée par la série 


- - 


dx 


i.a.Jx’ 

d'y 




^y 




etc. 
A3 -f- 


et dans laquelle nous supposerons qu’aucun terme ne 
devienne infini. Mais en dé.sigiiant , pour abréger, les 
coefhciens différentiels successifs , 'par p' , p* , p"', on a 


' k = p'h 



A’ + 



» 
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Soit une autre courbe donnée par l’équation y'=F(x''). 
Si x' reçoit le même accroissement h , y' deviendra en 
général ^ ainsi t on aura 


fc' = ç'A 


-A> + 




X.2.5 


• A» 


Maintenant la condition d’un point commun aux deux 
courbes, donne ou J'(æ) =/'(x) ,.puisqu’alors 

le'zxx; et la distance A de ces deux lignes, mesurée 
sur l’ordonnée qui répond à l’abscisse x h est , en gé- 
néral , ' 




1.2 


Cette distance deviendra évidemment d’autant plus petite 
qu’il y aura plus de termes qui disparaîtront à l’origine 
de la série. 


Considérons une troisième courbe dont l’équation soit 
y»z=^(x"), et qui passe par le point commun aux 
deux autres, auquel cas y" —y. Alors, si ü exprime 
la distance de celle-ci à la première, mesurée de même 
sur l’ordonnée répondante à l’abscisse x -f- A , on aura , 
comme ci-des^us , 


( pU — r» 

D = (p' — r' ) A + ^ i-h- 

1.2 

« 

*t si , dans la valeur générale de A , p' ç' = o , on 
aura seulement 


A = (P*- î« ) + ip"' - r) 7^ - 



1 


si:« 


ï’ ji ü î> b s 1 1 I b >' s 

A 


Or , le rapport -jp devenant d'aulant plus polit que k 

est moindre, il arrivera que, pour de certaines valeurs 
Irès-petiles de A , on aura ,A<1/J; donc , tant que celte 
inégalité subsiste , c’est-à-dire tant que l’on n’a pas * 
p' — r^—o, la troisième courbe ne peut passer entre 
les deux premières. Celles-ci se touchent donc au point 
fcommun. Le contact qui a lieu lorsque "F (x) , 


et 


rfF(.r)- _ ryÇr) 
(ix 


ÿ est dit contact simple, ou du 


dx 

premier ordre. 

Quand les deux premiers termes de la série gé'nérale 
A disparaissent , sans que h soit nul , on a 


h' 


1 . 2.3 




ainsi , par rapport à la troisième courbe , pour laquelle 
les deux premiers termes né disparaissent pas de la série 
n, il s’ensuit de même que A<il, pour des valeurs 
très-petites de h. Celle troisième courbe ne peut doné 
passer cniae les deux autres, dans le cas où l’on a à 
la fois y'=y, g' =p' , g" ~p” , ou F{x)=f[x) , 
dF(x) d/(x) d>F{x) ^ àjjxl 
dx dx ^ dx* *dx* 

cette circonstance , les deux premières courbes forment 
un contact du second ordre, et il est remarquable alors 
que la courbe touchante ou oscultMrice passe au-dessus 
et au-dessous de la courbe touché^ : cela est une suitfe 
de «e que change de signe lorsqu’on met — A au 
lieu de A, ( n“. 97. Cale. dif. élèm. L. C. ) 

Èn général , pour que deux courbes soient rapprochées 
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i'u'ne de' l’autre , auprès de leur point commun, de 
manière à former un contact de l’ordre n , il faut égaler 
entre eux les n premiers termes des valeurs de k et k'. 

i54. Pour répandre plus de jour sur cette doctrine, 
passons aux applications. 

D’abord, soit y = J’(x') 4- B l’équation de 

■la droite touebante , dont la position sera déterminée 
par les deux consUntes A, B. Comme au point de 

I 11 X ' • / , . * 

contact y on a , u apres ce qui précédé*, 


y=:yi 


dx' dx ’ 


il s’ensuit que l’équation de cette droite donne , en la 
dWïérenciant , * 


dy 

dx' 


A, 


donc A ; 




dx 


par conséquent les deux relations qui existent entre] ^ 
et £ sont 

jrz=.Ax-\- B, A = , 

et fournissent 


B =y 


dx 


X, 


Ainsi, réquation de la tangente à une courbe quelconque, 
est 

et puisque la normale est perpendiculaire à la tangente,- 

a4 


3^0 P R O P O s I T I 0 N i 

•on a , pour son ëqualion , 


y — J 


dx 


(*'-*)• 


Le rapport s’obtient en différenciant l’équation de 

la combe à laquelle on doit mener une tangente , ce 
qui revient à la méthode élémentaire que nous arons 
exposée au n®. 

Pour seconde application , comparons le cercle avec 
la courbe proposée , et, dans cette vue, pre- 

nons pour équation de sa circonférence, 

= ‘ (0 

en la différenciant , on obtient 

(X' — + -^ = 05 

et par conséquent 


dr< , X' — « . 

dy* éy 

ainsi, à cause des relations y* y ^ ^ 

• ^ 

• gn a 


(x — «yVcy— = p' —— y—^'* 

d’où l’on tire 


e = X-H 


vv' 


V \ 


P —y — 
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*TeHes sont les coordonnées du centre du cercle ; coor- 
idonnées qui seront entièrement déterminées si le point 

de contact et le rayon sont donnés, puisque p' 

\ dx ^ 

se tirera de l’équation de la courbe proposée. Mais si 

on attribue différentes valeurs au rayon , et que l’on 

élimine ce rayon entre, ces deux dernières équations , l’on 

aura . 

dx , 

Celle-ci , qui appartient évidetinnent à une droite dont 
les coordonnées sont « , /8 , est normale à la courbe pro-^ 
posée, et représente, par conséquent, le lien de tous 
les cercles susceptibles de former un contact simple avec 
cette courbe. 

Puisque l’équation générale du cercle renferme trois 
Oonstanles , et que l’on en détermine seulement deux lors 
du contact du premier ordre , on peut supposer que lé 
cercle satisfait aux trois conditions suivantes : 


^ ’ dx' dx ^ dx'' dx' ’ 

DU 

Dans cette hypothèse, l’équation précédente (i) donnera j 
après l’avoir différenciée déux fois de suite , et changé 3 ^ 
'en X et en 


(* — «) + — 


dy 

dx 


(^) 




( 3 ) 



» 


pROPOSITtONS 

/ Tirant de relles-ci les valeurs de x—», et_y — ,3, pour 
le* subslitiier<dans (i) , on obtiendra définitivement 


X— K 


Y 


p' ( « +;>'•) ^ »4-/* 

p" ’ y ^ ptt 

( I -t-p” )* _ 2 _ (<Zr* )5 

p'' , dxdy 


De celte manière, le cercle cherché, que l’on nomme 
cercle osculateur, sera déterminé de grandeur et de po- 
sition , et jouira , par rapport i tous les cercles qui 
forment un contact stnjple , de la même propriété que 
la tangente à l’égard des sécantes. Le rayon y du cercle 
osculateur s’appelle aussi rayon de courbure , parce qu’il 
est commode de mesurer la courbure d’une courbe par 
celle de ce cercle. 

On voit, par cette théorie, qu’une courbe osculatrice 
ne peut être de l’ordre n, à moins qu’elle n’offre n-f-i 
constantes dans son équation. Ainsi , par exeiiiple , la 
parabole cubique = est susceptible 

d’avoir au plus un contact du troisième ordre , parce 
que les constantes a , J , c , d , que l’on nomme ilémens 
du contact , sont au nombre de quatre. 

Dans l’expression précédente du rayon de courbure , 
dx est supposé constant : or , comme la différentielle ' 
de l’arc s est ds = \^ dx' -t- dy' , il est clair que. . . 

ds^ — (^dx' dy')' par conséquent 


ds^ 
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dy 


f el Jabant Iput^ 


Mats en prenant la différentielle de ^ 

varier , ce qui établit l’hypothèse que x et y sont im- 
plicileinent fonctions d’une troisième variable , oh a celte 
expression symétrique, 

ds^ 


y, = ' 


dxd y — dyd’x dxdy — dyd x 


Lorsque rfr est considéré comme constant , on trouve , * 

en différenciant ds — ^ dx' -j- cette suppo- 

sition , 

I d'y = 7 0“ =. ^ î 

partant 

dyds dxdt 

^ = d^* •' 

Dans les applications , soit que l’on emploie l’une ou 
l’autre de ces trois formules , on parviendra toujours au 
même résultat. 

i55. La méthode qui vient de nous faire connaître le 
rayon de courbure , s’applique avec le rhême succès aujÿ 
courtes rapportées à des coordonnées polaires. Voici , en 
peu de mots, comment il faut procéder pour obtenir, 
dans cette hypothèse , l’expression de ce rayon. . ; ■ , 

Soit r le rayon vecteur , et l’angle qa’il fait avec, 
Paxe des x, on aura, n°. 4o, 

X = r cos y = min ■ 

a 
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Or, IVquation (i) du cercle osculateur ( n». 
vient , au point de contact , • 

(rcos^ — «)*-}-^rsin^ — fi)' — y*. (ni) 

Donc , si on différencie deux fois consécutives , par 
rapport à r et à ÿ , et en regardant df comme constant, 
on aura ces deux équations 


(rcosç’ — •) cos< — rsin 

sin ^ ® » 

1 

/dr . V ■ » dr . \ 

(^—cosfi — rsin^^ -f-(rcos^ — «) cosip— sin^— rcoi^^ 

, f dr . , , • Kf \ 

•+ sm ^-j-r cosç^ -f- (rsm^ — fi) sm ? -f- 2 cos^ — r sinp^ r= o. 


* . 

desquelles on tirera les valeurs de (rsin 9 — fi) et de 
( r cos ^ — *), que l’on substituera ensuite dans l’équa- 
tion (m), et l’on trouvera définitivement , pour le rayoi^ 
osculateur dans les courbes polaires, 



["+( 

' dr \ 

'■] 

a 

*. 3 

r’-f2| 

rdr 


(w) 

d^r' -J- 2 dr^d ^ — rd'fd^ 


c’est à quoi M. Lacroix est parvenu par on autre pro- 
cédé (Traité élém. de cal, diff. , pag. iSy). 

Puisque la grandeur et la position du rayon de cour- 
bure dépendent des valeurs des coordonnées du point de 
contact , on conçoit que le lieu géométrique de tous les 
ççntres des cercles osculateurs sont sur une certaine courbe 
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dont l'équation en ^ et fi doit s'obtenir en substlliiant 
dans celles (a) et (3) du n“. précédent , les valeurs de j , 

• ~ , . en fonctions de x, déduites de l’équation- 

dx dx^ ^ 

de la courbe proposée, et ensuite en éliminant a; entre 
«es deux résultats , afin d'en obtenir un troisième in- 
dépendant des valeurs particulières des coordonnées du 
point de contact. C'est cette courbe que l'on nomme 
développée; elle jouit de plusieurs propriétés remarquables ; 
par exemple, elle est toujours rectifiable pour les courbes 
algébriques , parce que la longueur d'un de ses arcs 
est la différence de deux rayons de. courbure corres- 
pondant aux extrémités de cet arc ( Voy. le Traité cité au 
n®. loo. ) » et elle est touchée par tous ces rayons de 
courbure. 

" i5G. Actuellement, il importe de faire connaître com- 
ment on détermine l’équation de la courbe qui en touche- 
une infinité d'autres d’une nature donnée , et a-ssujéties. 
à se succéder suivant une loi connue. 

Pour bien fixer les idées à cet égard, concevons qu’un 
cercle variable de position se meuve dans son plan , 
de manière que le centre se . trouve toujours sur une 
courbe dont l’équation soit^ = ^(o:), <p étant le signe 

d’une fonction donnée. Celle du cercle éla.it 

( a: — « )’ -4- (^- — ,3 )• = r* , les coordonnées « , ,3 du 
centre seront liées entre elles par l’équation ,3=^ 
en sorte que la précédente pouira être écrite ainsi : 

(x— (j — <j («))»= r». (n) 

« 

Or, si l’abscisse d reçoit un accroissement infiniment- 
petit d», le cercle, qui ne changera pai de grandeur.,. 


3 -]B Propositions 

prendra une nouvelle position infiniment près de celte 
qu’il avait d’abord , et sa circonférence coupera la pre- 
mière en deux points dont les coordonnées x , y seront 
communes à ces deux lignes et par conséquent ne va- 
rieront pas en passant d’un cercle à l’autre. Si on passe 
de la même manière de cette seconde position à une 
li'oisiémc , et ainsi de suite , le système de tous les points 
«rintersertion que l’on obtiendra d’un meme côté de la. 
ligne des centres formera une courbe qui sera celle, de 
contact cherchée. Pour en avoir l’équation, il (tiudra donc 
différencier (n) par rapport à « seulement , et égaler 
cette différentielle à zéro ; ensuite éliminer a entre ces 
deux équations; et le résultat de l’élimination offrira une- 
relation entre x et y ^ indépendante de la position dir 
centre de tous les cercles enveloppés. 

Soit, en général , V=J\x ,y , «) = o, l’équation de 
la courbe génératrice , et dans laquelle « est une cons-, 
tante arbitraire ; on aura ces deux-ci : 



entre lesquelles on éliminera la constante dont il s’agit , 
pour déterminer l’équation de la courbe qui touche 
toutes celles que l’on obtient en attribuant à cette cons- 
tante toutes les valeurs possibles dans l’équation V-=xo. 

iSy. Ce qui peut être abstrait dans cette théorie- • 
sera plus facile à sai.'iir en passant aux applications. Sup- 
posons d’abord qu’il soit question de déterminer la ligne- 
iouf liant à la Jbis tous les cercles de même rayon , et 
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décrits de tous les points d'une droite donnée sur un plan ^ 
cotnme centres. 

Soit 

(a: — + (i) 


l’équation de l’un de ces. cercles , et 

yt = Ax\ 

• » 

l’équation du lieu de leurs centres. Puisqu’on aura entre 
ji et /3 la relation /3 — Aa , la première équation de- 
viendra , en y substituant pour p sa valeur , 

(x— »•>> + {y — A»y — t‘ = V=o, 


laquelle étant différenciée par rapport à a seulement ^ 
donnera 


d’où, 


(x — «) + {y — A»)A- 


dV 

17 


x + Ay 
A- + i ' 


■;n 


o> , 


Mettant cette valeur dans V, on obtient 


yf*x’ — . a y^xj + J* = r* ( -f- 1 ) , 

fc 

t 

et , extrayant la racine carrée de part et d'autre , on a 

pour les équations des deux tangentes clierchées , 

* 

y= .Ax + r{A'+ i ) , 
y = Ax — r A‘ + t ). 

Ces tangentes sont donc parallèles à la ligne des centres^ 
ce qui est d’ailleurs Je toute* évidence. 


/ 



3^^ Propositions 

Cherchons actuellement quelle est la courhe qui trmefie 
â la Jois tous- les cercles (i) décrits du même rayon, 
mais dont les centres sont sur une même circonjèrenee 
donnée par x" -t- y'* = f'- 

Alors la relation entre n et fi sera 

a‘+fi* = r, 

et l’équation (i) se^ changera an celle-ci : 

(* — «)> + (y— V/;» — «*)* — r-=r=o; 
de là 

./ 

— X K?’— + = 

et par suite 

*(> yf 

« = ... — > P — - / - . 

V/x’-f-j'* -Vx'+jr* 

Mettant ces valeurs dans (i) , et, faisant, pour simplifier,' 
«* + = r’ , on aura 

• 2 f r -{- f* = r* , j 

d’où l’on tire 

x = frtr, et g‘ = (f±ry, 

ou enfin 

x’+^’ = (f±r)*î 

c’est-à-dire que les deux courbes de contact cherchées 
sont des cercles dont le centre commun est à l’origine 
des axes, et dont les rayons sont p -f- r et f' — -r. On 
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reconnaît sans doute cette vcrité indépendamment de tout 
ce calcul ; mais il est utile , dans les premières applica- 
tions d’une théorie , de choisir de préférence des exem- 
ples qui amènent à des résultats connus d’avance , afin 
d’ètre mieux pénétré de l’exactitude des opérations algé- 
briques auxquelles cette théorie donne lieu. C’est par 
un procédé analogue, que M. Lacroix, dans sou Traité 
de calcul différentiel , in- 4 *., a déterminé les équations des 
Toulettei en général , et de la cycloïdc en particulier. 

.Voici encore deux autres problèmes dont les solutions 
reposent sur la théorie précédente. 

i58. Déterminer toutes les lignes qm retranchent des 
surfaces équivalentes d'un angle donné. 

[Fig. 9 G. ] Prenons pour axes des x et des y les côtés 
mêmes de l’angle donné XAY, et supposons qu’une des 
droites cherchées soit RN , c’est-à-dire que l’espace trian- 
gulaire NAR soit équivalent à q‘. Comme l’équation de la 
droite RN est généralement 


y = Mx -f- 
N 


(0 


on aura AN, ou a: = — - . . , et AR , ou r = JV; 

M IJ' 

^ , AN X AR . ^ 

et , à cause de q' x= sm ^ , il est . ctair que 




JV> 


M 


sin , d’où l’on tire 


M 


N' sin ® 

^ ^ J 

aq^ 




l’équation de cette droite devient donc 
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y = 


JV’ sin ^ 
■2.q- 


X 4" 




Or, si une autre droite ü'iV' est infiniment voisine de 
celle-ci , et que l’espace A^'R' soit encore équivalent à 
q ' , les deux droites , dont il s’agit , auront à leur point M 
d’intersection les mêmes coordonnées; ainsi, dans l’équa- 
tion (2) , la seule quantité qui aura varié sera JV ; il 
suit donc de là que si on différencie cette équation dans 
cette hypothèse , la résultante donnera 

X sin ^ I 

. 

2 X’ sin ^ 

l’équation (1) sc changera donc en celle-ci., 


N: 

et partant on aura 
M = 


9 ' 

2 x‘ sin ç 


9 ' 

X sin ^ 


par coiwequent 


xy. 


9 ' 

2 sin ÿ 


( 3 ) 


est le Keu hyperbolique des. points d intersection de 
deux droites consécutives quelconques iVJÎ , N'R , qui 
résolvent la question. Ces droites sont donc tangentes à 
cette courbe. 

Maintenant , si on demandait de déterminer la position 
de la tangente qui correspond à la normale passant par 
le sommet A de l’angle donné , on s’y prendrait ainsi 
qu’il suit : 


I 
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L’cquaiion de la tangente à la courbe actuelle est 

^ (*'— a:) = — ^ {x'—x). 


bien 


et de là on tire 


yx' + xy' = 2xy ; 


( 4 ) 


ylN = 3 .x , AR = 2J. 


Pour déterminer l’équation de la normale passant par 
l’origine , il faut faire usage des formules du n". 89 , 
relatives aux coordonnées obliques. De ces formules , et 
de l’équation (4) de la tangente , qui peut cire écrite 


ainsi , 
on déduit 
et 


Ax' + By’ = f , 
A —y , B — X , 

A — JS cos ( a;, j) 


sin* (a;, J ) 


B — A cos (a;, y) 


mr (x,y) 


ainsi l’équation de la normale , qui est y' = — x' , 
* ** 

devient 




x—y cos (a:, J-) 
y — x cos (a;, jr ) 


Mais au point de contact, x' ét/ se changent respec- 
X tivement en x ety : celte dernière équation donne donc 


X =y. 


D’où il suit que lorsque la ligne RN est perpendiculaire 
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à la ciroîlc normale pas.'ani par l’origine, on a ... . 
>^iN C( lie normale divise tlonr en deux 

p.arlies égales l’angle donné. iMais l’cciualion (3) de la 
courbe fournit alors 




donc 


2 sin ^ 


AN~ylR 


==K'-î:’-r. 


sin ^ 


donc la tangenic cbercliéc est la base d’un triangle isocèle. 

Nous ne ng.iis arrêterons pas à prouver que, diins ce 
cas, celte ba.se c;:t un minimum y parce que cela ne 
présente auèune difficulté. 


i5g. Déterminer]' équation d'une caustique par réflexion. 


Si d un point lumineux situé dans le plan d’une 
* courbe , partent une infinité de rayons de lumière , et 
que. ceux qui frappent celte courbe soient rcfléchi.s de 
manière que l’angle de réflexion soit égal à l’angle d’in- 
cidence , il existera une courbe qui sera touchée 
par tous ces rayons : telle est celle que l’on nomme 
caustique par réflexion. 

' Cela posé , soient XI les coordonnées rectangles d’un 
point lumineux ; l'équation d’un rayon de lumière sera 

my — -F zp <7 ( a: — X). (a] 

SI ce rayon frappe, eu un point x'y', une courbe de * 
l’équation 

F(x',yy = o, (F) 
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qui a pour difTérentielle 

mdxf -j- ndy' — o , (F') 

il se réfléchira suivant une droite dont nous représen- 
terons l’équation par 

jr —y = o' ( x — x' ) ; (o') 

et les deux lignes (a) , (a') formant des angles égaux 
avec la normale à la courbe (F) , on exprimera cette 
condition ainsi qu’il suit : 

D’abord l’équation de la normale est (n”. .54.) 

jr—y =-^(x — x'), 

m . 


.et l’angle ( qu’elle formera avec la ligne d’incidence (a^, 

or, l’angle de 


aura pour tangente , tang t ~ ^ ÿa/T 

réflexion étant égal à celui-ci , il est évident que les deux 
lignes (a) , (a') formeront entre elles un angle 2 4 , dont 
la tangente sera 

2 ( n — am ) ( m ‘ 4 - an) 

Une 2 ^ ^ r — ^ ^ ; 

° (m y an y — (n — arny 

mais parce que l’on a en outre 


tang 2 I 


I -j- au' 


il s’ensuit qu’en égalant ces deux valeurs , on obtient 
une équation de laquèllc on tire, après l’avoir divisée par 
4 - 1 , ' 
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2 mrt • — am'* , 
m"* — a amn — n* 


Cette expression devient fonction du point incident xy> 
et du point lumineux XV donné , en y mettant peut 

a sa valeur — — ^ , ainsi l'équation du rayon ré-^ ^ 

fléchi , est 


v—y = 


an’' 4- a mn — am* 

( X — a;' ). 

m* — a amn — n* 


(a//) 


Or , d'après ce qui précède , si l'on passe de ce rayon 
à celui qui en est infiniment proche , ces deux rayons 
auront, à leur point d'intersection, les mêmes coordon- 
nées X, et les seules quantités qui auront varié seront 
y < supposr>ns donc qu'on ait mis dans (a'Q , pour 
x' sa valeur tirée de l'équation (Vp, et qu'on ait éli- 
miné la variable entre l'équation (a^^) et sa différentielle, 
on aura l'équation demandée de la caustique par réflexion. 

Celles des caustiques par réfraction s’obtiendraient par 
les mêmes principes. 


Ovulation des courbes à double courbure. 

i6o. Nous avons déjà dit, au n®. laS, qn’une courbe 
à double courbure appartient à la géométrie des trois di- 
mensions, et qu’elle est donnée, dans l’espace, par l’in- 
. tersection de deux surfaces courbes connues, sur lesquelles 
elle se trouve, à la fois. Soient donc 

jr=/(x), x = /’(x), 


; 
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les équations des deux projections de cette courbe (n*. io 8 . ) 
sur les plans coordonnés ay , xz-, et supposons qu’une 
autre courbe soit donnée de même par 




Si on veut qu’elles aient toutes deux un point commun 
pour une même abscisse x, il faudra qu’en faisant x'r=x, 
on ait en même tems y' ■= y et z'r=z. Or, pour un 
point répondant à l’abscisse x ^ i les ordonnées y , z 
deviendront respectivement 


y + k=y^^h + ^^^ 


dy 

— V _l i. 

dx 

dz 

Z l = Z 


d'y h' 
dx' 1.2 
drz A* 


dx 


dx' 1 .2 


+ 


et les ordonnées y ' , r' se changeront en + A' ; 
g' V \ de sorte que si , pour abréger , on fait 


Y= Cr+A) - (/' + *'), et Z=(z+0 - , 

la distance A entre les points des deux courbes , qui ré- 
pondent à la même abscisse x-f-‘A aura pour expression 

V A = V Y' Jf Z'. 


Ainsi , pour une troisième courbe 

yl> x'! ) , z'/ = i' ( x// ) , 

la dbtance D entre elle et la première courbe, répon- 
dant à l’abscisse x-f-Adont il s’agit, serait 

D =z V Y'‘ -f- Z'*.' 

25 


i 

d 


1 

I . 
I*! 
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Or, par 3es raisonncniens semblables à ceux du n*. i53, 
on prouvera que , pour un contact du premier ordre , 
on doit avoir 



dx' ■ dx 


dz' dz 

dx' dx ’ 


parce qu’alors la troisième courbe , pour laquelle ces con- 
ditions ne se vérifieraient pas , ne pourrait passer entre 
les deux autres, puisque l’on aurait A ■< 11. 

La seconde courbe formera donc avec la première, un 
contact du second ordre , si on a 


y'=y, z'z=z. 


dy' df d‘z^ d'z 

dx' dx * dx'^ dx'' ’ 


et ainsi de suite. 

Kn général , soient x ^ y , z les coordonnées d’une 
courbe proposée, ct.j:', y' ^ z' celles d’une courbe don- 
née , pour laquelle on demande les conditions du contact 
d’un; ordre déterminé avec la courbe proposée ; si . . , 
ç ( x', y',z' ") = u' — O , ^ (^x', y', z' ) — U' =z O sont 
les deux équations de la courbe donnée (n“. laS), on 
aura , pour un contact du premier ordre , les quatre 
équations 

i/:=o, t/=o, 

du O, dU = O ; 


B et 1/ étant ce que deviennent respectivement a' et U' 
lorsqu’on y. change x'y'z' en xyz ; et pour un contact 
du secot]d ordre , on aura , de plus , les deux équations 

d'u = O , d'U = O , 

et ainsi de suite , en regardant , dans ces équations dif- 
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ferentieUes , y et z comme fonctions de x. On satisfera 
à ces équations par le moyen des constantes arbitraires 
qui entreront dans les fonctions données u' et V , et 
cela, de la même manière qu'au n*. i54- 

161 . 11 résulte de là que, si les deux équations- de la 
tangente à ^ne courbe à double courbure , sont en gé- 
néral ■> 1 

y' = Ax’ -f- ^ , z' = A'x’ B' , 


il faudra , en vertu des relations précédentes , relatives 
au point de contaet., y écrire x, , z au lieu de 
x' , y\ z' , et l’on en tirera 

dz 


ÈL 

dx 

par suite 

B=y- 


A, 


dy 


dx 


dx 
B' = z 




dz 


dx 




donc les équations de la tangente rapportée aux coor- 
données x', y , z ' , sont 


11 

1 

( x' — X ) , 

(0 

1 

1 

' "n 

H 

1 

H 

(0 


ou a cause que . 

dx dx ^ ^ dx dx 


équations peuvent être écrites ainsi : 

y-/{x) = ix’-x)f {x). 


(«') 

(a') 
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•t comme elles représentent évidemment celles des tan- 
gentes aux courbes planes ( n*. i 54 . ) qui sont les pro- 
jections de la courbe proposée , il s’ensuit que le problème 
de mener une tangente à une courbe à double courbure 
consiste à en mener une à chacune des deux projections 
de ccUc courbe; et, en effet, ces deux dernières seront 
les projections de la tangente cherchée. Cette conséquence 
est une nouvelle preuve de l’cxacVitude du procédé em- 
ployé au n°. i4^, pour déterminer le rapport entre un 
angle et sa projection. 

La position du plan normal, c’est-à-dire du plan 
mené par le point de contact, perpendiculairement à la 
tangente, est facile à trouver; car, en vertu des équa- 
tions précédentes , et cfe ce qui a été dit au n*. log , 
l’équation différentielle de ce plan est 

(j'— j) (-e'— *) = o- 

Les équations (i') et (2') ne renferment que la va- 
riable X : si donc l’on éliminait cette variable entre elles , 
ou aurait une relation entre x' , y' , z' , indépendante 
des coordonnées du point de contact , et qui serait évi- 
demment l’équation de la surface formée par tontes les 
tangentes à la courbe donnée dans l’espace. Il suit de 
' là que , si cette courbe était plane , la surface dont il 
s’agit serait un plan; mais, dans le cas contraire, cette 
même surface serait une surface développable dont la 
courbe proposée formerait l’arête de rebroussement. ( V yex 
à ce sujet la Géométrie descriptive de Monge , ou celle 
de Lacroix. ) 

162. C’est par les mêmes principes que l’on détermina 
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le cercle osculateiir d’une courbe à double courbure ; 
voici , à cel égard , comment l’on procède de la manière 
la plus simple. 

Kn considérant le cercle cbcrcbé comme un des grands 
cercles de la sphère 

(x' — ( j' — ~h = 

son plan ^ rapporté aux memes coordonnées ^ et passant 
par le point «^y , a généralement pour équation 

(x' — «) + M (y — /3 ) + c t:' — y ) = O ; 

et si on change ici x'y'z' en xyz , pour exprimer que 
le cercle cherché a un point de commun avec la courbe 
à double courbure proposée , on aura , en prenant les 
équations différentielles du premier et dti second ordre , 


(ar — «)’+ (JK — /3)’ + C^— y)’=^% 

(x — — y)=°» 

tlv , V 

(■* — “)+ Cy — + — y);^ — O’ 


,+M 


<b - _,.,v 


dx 


dx 




mJX + N 




dx^ ' ' dx' 

De CCS six équalioas, les quaire prcmières^^rcrment 
seulement les conditions nécessaires pour que le cercle 
dont il s’agit forme un contact du premier ordre avec 
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nne courbe à double courbure, dont x, y, z sont les 
coordonnées, et pour laquelle y =_/( x ), z = Z’ ( j;) ; 
mais en prenant toutes ces équations , elles fournissent 
les conditions du contact du second ordre; et, pour lors, 
le cercle , qui se trouve entièrement déterminé de gran- 
deur et de position , devient osculateu^ de la courbe. 
Dans ce cas, si, pour abréger, l'on int 


, dz 

dx ^ ’ dx 


dy d'z 


et 


Jî = v/ [ ( A>' - il/?' y + (iV-9' iM-p> )•] , 

les ^trois premières équations précédentes donneront ces 
valeurs 


OV-iiV)/ _ OY-?')/ 

: —, 


au moyen desquelles la cinquième équation fournira 


/=• 


( > +?'• 4- ^ 


i,N — q')p« — {M — p‘) <j1 

( 

Enfin , la quatrième et la sixième équation donneront 


il/—. 


Y= — . 


q p'' — P y 


m rp" -* p'r 

et, (le là, les expressions ci-dessus se changeront en celles-» 
ci, après les réductions , , 
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« 

( I + + g" Y 

V L p''' + 9"' + — 9'p" )’ ] * 

— («+/>'•+ y O ( p'p" + g'. g" ) 

* * p/!^ + q'>^ + ( p'q" — q'p" )’ * 

, {^+p'"-^g‘')\.p"—p' ip'p"+g'g")'\ 

^ -4- -f- )* ^ 

_ (14- ;>'"+?") W'—g' {p'p" -\-g'g")'\ 

^ ^ + g"' -+■ ^p'g’' ~~ g'p" )' 

Ce sont ces formules marnes que M. Monge a obtenues 
par une. autre méthode ( Voy. sa Giom. analyt., p. 366). 
La courbe des centres de tous les cercles oscillateurs n’est pas 
une développée , comme dans les courbes planes ; et il 
est remarquable que le plan de l’un de ces cercles coïncide 
avec celui de deux côtés consécutifs de la courbe à double 
courbure à laquelle il se rapporte , plan qui est aussi oscu- 
lateur de cette courbe. Il y aurait encore bien des choses 
importantes à dire sur le sujet actuel , mais pour ne pas 
sortir des bornes d’un ouvrage élémentaire , nous renver- 
rons au Cal. dijjèrent. et intég. de Lacroix, tom. I. 


Osculation des surj'aces courbes. 

iG3. Une" surface étant donnée par une seule équation 
entre trois variables, une d’elles est fonction des’ deux 
autres, et celles-ci sont indépendantes entre elles. Ainsi, 
en représentant par 

les symboles des équations de deux surfaces .qui passent 

» 

^ I 
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par le m?ine point, on aura , en changeant a: en 
etjr en f-j-k, 




et 


(ë-y+i-^y 


+ 


séries (jue nous représenterons pins simplement pir 

Z l = Z + ph + qk^ 

- 4-5 ( rÂ* 2 shk -1- tk‘ ) 

+ 

et 

PA-f ÇA, 

-f- i ( /ÎA* H- a JAA + 7A0 

+ 


et dans lesquelles nous supposerons qu’aucun terme n’est 
infini. Or, au point commun, on a x' = x,_y'=_y, 
z'~z, et la distance des deux surfaces, mesurée sur 
l’ordonnée qui répond à » -{- A , et y -f- A , est 

A=(P — p) A-1-(Ç — 9)* 

+ 1 [ (ü—r) A’-f 2 (5— s) AA-+. ( T—f) A>^ 

+ • ' • 
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11 faut donc, d’après ce qui précède, que,pourun contact 
du premier ordre , on ait P — p=zo, Q — 7 = 0, ou, ce 
qui est de même , 






car une troisième surface , qui ne remplirait pas ces con- 
ditions, ne pourrait passer entre les deu:i autres, du moins 
tant que les termes du premier ordre seront |)lus grands 
que ceux des ordres supérieurs ; et c’est ce qui arrivera 
en prenant h tt k assez petits pour cela. 

Quant au contact du second ordre, il aura lieu m 
on a de plus R — r=o, S — s = o, T — t = o; et 
ainsi de suite pour les contacts des ordres plus élevés. 

Afin de nous arrêter au cas particulier que nous avons 
déjà traité par une autre voie, nous supposerons que la 
surface touchante soit un plan ; alors l’équation .... 
r' = P ( x\ y, z' ) prendra cette forme 


ï' = Âx' -j- By' -f- D ; 


et , à cause des équations de condition précédentes , on 
aura, au point de contact. 


Z = Ax -f- By -|- D ; 


puis, en différenciant successivement par rapport à x ctj', 
on trouvera 




dz 


de là 


dy 




dz 


dy 


.s 


%4 
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l’équation du plan tangent à une surface conrbe quel- 
conque , est donc 

= 1» (*> — x) + y (y — j). 

X, y, Z étant les coordonnées du point de contact, et 
p, q des coefficiens aux différe^ntielles partielles. 

Maintenant, il est très-aisé de déterminer les équations 
de la normale à la surface proposée , c’est-à-dire de la 
perpendiculaire au plan Ungent : en effet, il résulte, du 
n". log, qu’elles sont 

x'— x-f-p(z' — z) = o, y— j-f 9 (z^— r) = o. (IN'), 

164. Parmi le grand nombre de problèmes dans les 
solutions desquels ces dernières formules trouvent leur 
application , nous choisirons le suivant , que nous avons 
déjà résolu en detix dimensions : 

Etant données dans l’espace la position d’un point lu- 
mineux et la direction d'un des rayons gui en émanent, 
et gui viennent frapper une surface connue , déterminer 
T équation du rayon réfléchi. , 

Non-seulement, comme nous l’avons déjà dit, l’angle 
d’incidence est toujours égal à l’angle de réflexion , mais 
l’expérience prouve, en outre, que ces deux angles sont 
dans le plan qui passe par la normale du point d’in- 
cidence. ' 

Cela posé , soient XYZ les coordonnées rectangles du 
point lumineux; les équations des projections d’un rayon 
de lumière seront - . 

/ \ 
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x — X=M{z — Z), y—Y=N{s — Z), 

mais pour rendre les calculs plus symétriques, nous don- 
nerons à ces équations , la forme suivante : 

n(« — i?)=c(x— X), b{z — Z)=c(j—Y)-, (a) 

et comme la surface réfléchissante est connue, nous re- 
présenterons son équation par 

F (_x', y', z' ) = O , rnda/ ndy' rdz' = O. (F) 

Or, le rayon incident dont il s’agit, étant réfléchi suivant 
line droite partant du point x'y'z' de cette surface , ses 
équations seront, en général, 

a'(z— r')=c'(a;— x'), b'\z—z'')—c' {y—f). (a') 

Les deux lignes (a), (a'), formant des angles égaux 
avec la normale à la surface , le cosinus de l’angle d’in- • 

cidence sera égal au cosinus de l’angle de réflexion; ainsi, 
en vertu du n". io5, cette condition sera exprimée par 
l’équation 

am -I- èn cr a'm 4- h'n + c'r 

■ r= T- w 

( O* 4. -f- C* )“ • ' 

11 reste à écrire analytiquement que le rayon incident (a), 
le rayon réfléchi (a') et la normale , sont dans un même 
plan. Pour' cet effet , soit 

^ < X — x' ) + ^ ( J — y ) + ^ = O , 

l’équation de ce plan ; celles des projections de la normale 
seront, à cause de l’équation différentielle (F) de la 
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surface redécliissante , 


• m(_z—z')—r{x—x'), n (r— z')=r(/— y ) ; (iV) 

' et la condition du n". 1 1 1 , qui exprime qu’une droite 

est parallèle à un plan , fournira ces deux équations , 

Aa -f- -}■ Ce = O , 

Am -y Bn + Cr = O. 

Si donc l’on fait usage des valeurs de ^ et £, déduites ^ 

de ces dernières équations , l’on aura , pour équation du 

plan passant par la normale et le rayon incident , { 

(cn-ir) + iy-f) + (.hm-an) (r-z')=o; 

et si l’on met ici , pour x~ x' et — y, leurs valeurs 
fournies par les équations (a' ) , la condition cherchée sera 

* a'(cn — ér)- 4 -i' (or— an) = o; (c) 

alors des équations (&) y (e) y l’on tirera 

a' + -f- (en — br)(J>m—an')±{^ar — e 7 n)(am-f-Jn-{-cr) 

c' r’ (a’-f-i'-j-c*) — (en — br'y—ijar — cm)* ’ 

V nr(fl’-j-i’-)-c’) -j- (or — cm) (Am — an)i:(ir — en) (am-j-in+er) 
c' r' (^a'‘-^b^-\-c'') — (^cn—brY~{,or—cm')‘ ' 

c’est-à-dire, à cause du double signe, 



ou 
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a' 3.{^am ^bnA-rr)m — a (m* -}- n*4" 

c' a (a/n-f-in-f-cr) r — c (wi’-f-n*-l-r’) 

b' 2 (am -f-ia ^ — J (m’ + n’-f-r’) 
c' 2(aai-f-in + cr) r •— c + 

b' 




D .1 ns le premier cas , les valeurs de cl se rap- 

c' c’ ‘ 

portent au raycin incident; et, dans le second cas, elles 
appartiennent au rayon réfléchi. La position de ce dernier 
sera donc connue si celle du rayon incident est donnée ; 
et pour qu’elle ne dépende que des coordonnées x'y'f 
et XY Z , il n’y aura qu’a mettre, dans les formules (<0 » 

au lieu de , , leurs vafeurs respectives % 

c c * z' — Z 

y' -y 

Z' — Z ‘ 

Supposons à présent que tons les rayons incidens soient 
parallèles à l’axe d’un paraboloïdc de révolulion de l’équa~ 
lion ' 

£'* = ux' ; 

« étant le paramètre; et cherchons, en vertu de cette 
hypothèse , les équations des rayons réfléchis. Dans cette 
circonstance, ou aura évidemment a — 00, et pour lors 
les formules (</) .se réduiront à 

a' m' — (u b' n 

~= ^ ' 

les équations (a') prcnJroiU donc celle forme 
2 mr 


X Z' I II ( X — ^ 

''V 

s — z>=z—(^y—y) 


{a") 
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En second Heu, i’équation (jifférenlielle du paraboloïde 
étant / 

ux' — s, y'dy’’ — z z'dz' = o, 

on eh tire 

m — u, n~— 2 y', r-r- — sz’; 

et si, dans (a*)» z = o, pont trouver, sur le 

plan des. xy , les coordonnées du point où les rayons 
réfléchis rencontrent ce plan , on aura 



c’est-à-dire que, si la surface concave d'un paraboloïde 
de révolution , est frappée par des rayons parallèles à son 
axe , tous les rayons r^léchis se réuniront au foyer. 
( n". i3o. L. C. ) 

Les formules ci-dessus mettraient aussi en évidence cette 
' propriété, que si, dans un ellipsoïde de révolution les 
rayons incidens partent d'un foyer , tous les rayons ré- 
fléchis se réuniront à Vautre foyer. 

Un .des plus beaux mémoires qui aient été publiés sur 
la géométrie analytique appliquée à l’optique est relui 
de àl. Malus , chef de bataillon au corps impérial du 
génie. Ce mémoire, dont ce qui précède est extrait en 
partie , se trouve dans le i4’’- cahier du Journal de V École 
polytechnique. 

i65. Pour appliquer encore la doctrine actuelle à la 
recherche des contacts , déterminons les coordonnées 
/ 3 , y du centre de la sphère touchante, dont le rayon 
est et qui est supposé former un contact simple. Son 
équation étant 
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on aura en changeant respectivement x' , y' , z' en 
X, y , Z , et en différenciant successivement par rapport à 
a et y, 

(x — + — + — = (i)* 




‘Voilà donc trois équations entre x — », y^fi, z-—y^ 
ainsi, 


« = X ‘ 

fi=y + 

V== X — ■ 


v/ i 4. P» 4. ÿ- 

^ 

I + 4- y' 

i' 

»+;’’ + y* 


Dans ces valeurs, le rayon de la sphère tangente est 
arbitraire ; et si on l’élimine des deux premières , on 
aura ces deux équations : 


« — X 4 -/? (y— x) = 0 , j8— ^4 -y (y — x) = o, 

qui sont les mêmes que celles de la normale «la surface 
proposée. Concluons de là que les sphères touchantes 
ont toutes leur centre sur la normale menée par le point 
de contact. 

Les équations (i) , (a) , (3) faisant seulement con- 
naître trois des constantes », fi , y, i', il serait nécessaire , 
pour que la sphère proposée devint osculatrice , que le 
troisième terme de la valeur de A (n". i63) fût nul, 
auquel cas on aurait iî — r^x: O, S — s-=o, T— t=Oy 
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l+P' + 2pi] 


tfy 


X — y— — 


dx 




dy’' 

dx' 


dx dx^ 


-=^/- (4) 


Mais parce que l’on a trouvé précédemment . . . . 

_ / . . 

V — ^ _ • ' ) il s’*Bsuit que le rayon 


‘ -hp^ + r 

i'=M V' i P' f. 


(5) 


Dans cette circonstance , cette valeur de d' est celle du 
rayon de ta sphère osculatrice d’une section quelconque 
faite dans la surface proposée suivant la normale à cette 
surface , et dont la projection de la direction , sur le plan 

dy 

<scy, est déterminée par le rapport Or, la valeur 

de ce rapport étant arbitraire , on peut chercher celle 
qui rend le rayon de courbure ^ un maximum ou un 
minimum. Pour cet effet, il n’^ a qu’à égaler à zéro 
le coeflicient différentiel de /, c’est-à-dire faire .... 
d.S dM 

= O , puisque , dans 


'm 




l’expression de 3', le facteur y' i -f- p* ne renferme 
point la quantité • Mais l’équation (4) pouvant être 
écrite ainsi : 


M 




2 S 




dx. 


ày" 

dx^ 




+ i+P’ + 2P9-^ + Ci+ 9’) -^^o, (6) 


a6 
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on trouvera , en la diffé^cîant par rapport h -~- 


et en faisant 




= O , une cquaiîpn de laquelle 


on tirera 


'M=— 


* dy 

pyf (■+?’)£ 


df 


Or , en vertu de cette seconde valeur , l'équation (6) 
deviendra , après avoir ôte le iacteur commun qui naîtra 
de c^tte substitution, 

,+.+?■+»■ î-”-® 

Si l’on met en outre, dans la même équation (6), au 
lieu de 3/ sa valeur précédente , on trouvera , aptès avoir 
ordonné , 

“ [(i+9’)^-wO + 2 L(>+?’) l =0. C8) 


Concluons de là que , puisque , qui exprime la 

tangente trigonométrique de l’angle formé par l’axe des 
a: et la tangente à la courbe de projection de la section 
faite dans la sphère , est donnée par une équation du 
second degré , il y a toujours deux directioirs différentes 
suivant lesquelles se fait l’osculation , l’une qui répond à 
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>ine ligne de plus grande courbure, et l’autre à une ligne de 
moindre courbure. Mais la position du plan des xj étant 
arbitraire, on peut la prendre telle, que l’équation ( 8 ) 
des lignes de courbure se simplifie de manière à lai.sser 
découvrir aisénrent la relation qu’ont entre elles les deux 
dv 

valeurs de — Par exemple , en faisant coïncider ce 

«X 

plan avec celui qui touche la surface, et en plaçant l’ori- 
gine des axes rectangles au point de contact , on a né- 
cessairement 4 : = o, , ar=o , et p=o , 9=05 

puisqu’alors la normale donnée par les formules (iV) du 
n°. i63 , se confond avec l’axe des e. Cette hypothèse 
réduit, en effet, l’équation ( 8 ) à 


dx‘‘ 




Jl. 

dx 




N : 

(9) 


dans la même circonstance , on a, «:^o, |3 = o, et 

• r 

dy' 

^ = -V 


ï + 


y = 


dx’ 




dx 


dx’ 


Or, si on représente par m et m' les deux valeurs de 

fournit l’équation *(g) , le dernier terme sera, 

comme on sait , . égal au produit de ces deux valeurs ; 
ainsi donc 

mm' -f- I = O. 

Donc, les projections des deux directions cherchées, sont, 
sur le plan des xy , perpendiculaires entre elles -, donc , 
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Ifs lignes de plus grande cl de môindPe courbure d’uilb 
surface quelconque sont à angles droits. 

Maintenant, si on prend, pour axe des x, l’une des 
directions dont il s’agit, on aura m — oj et pour l’aiitrfc 
direction qui représentera l’axe des y, la valeur dfe m* 
sera infinie. Dans ce cas s~o, comme cela est manifeste 
d’après l’équation (g) , qui peut être éerhe de ces deux 
manières : 


m's — r )— .5 = 0 , 

r — t s 


f-h 


m’ 


Il résulte de là que , pour une section , faisant un 
angle quelconque F avec le plan des xx, on aura, à 
cause de lang F — m et de j = o, 


_ » -f tang^F * 

^ r-\- 1 lang * V * 

sin ’^F 

mais, tang’F= — î — rr » donc 
’ ° cos ^F 

* - 

r cos ’K-l- t sin ’F 


Pour faire dépendre cxplititement ce résultat, du plus 
grand et du plus petit rayon de courbure, soit / le premier, 
et t" le second ; pour lors la formule ( 7 ) , dans laquelle il 
faudra faire p = ç=is=o, donnera 

ü/= 

-art ' 

et l’c quation (5) fournira 
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valeur ci-dessus de deviendra donc 

.',1 

= 4 -^ : 77- 

f» COS f' sm ‘‘K 



J’ai fait usage de çeUe expression du rayon de courbure, 
lorsque j’ai exposé la théorie analytique du sphéroïde - 
terrestre , n®. 9 du Traité de Topog, j c’est pourquoi je 
me bornerai à renvoyer le lecteur à, cet ouvrage ; mais 
j’observerai que l’équation (8) se présente souvent sous 
une forme très -simple , qu’il est très- utile de con- 
paitre. £n effet, puisque la différentielle complète de 


est dx-Jt{^^:^àjrt=pdx-^qdy, et que 



l’on a de ipème dp=rdx -{• sdy, dq = sdx tdyy les 
valeurs de r et de t, prises dans ces formules, et in- 
troduites dans l’éqnation„ (8) , feront disparaître j ; de 
vrte que l’on aura. 


dp (_dy -\t qdz } =: dq (dx -jv pdz ). (8') 

Voyez , pour le complément de cette théorie , le Traité 
du cal. dijfirent. de Lacroix, tom. 1, et VApplicat. de. 
l'anal, à la géom., de Monge, p. 108. 

166. Afin de généraliser le procédé du n”. i56, cher- 
chons l’équation de la surface qui enveloppe à la fois 
Une infinité d’antres surfaces; et, dans celle vue, sup- 
posons, pour plus de simplicité, qu’il s’agisse de trouver 
Vencrloppe d’une suite de sphères décrites du même rayon, 
at <lont les centres sont situés sur une courbe tracée dans 
Ift plan xy. 
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Si ^ sont les coordonnées des points de cette courbe^ 
on aura , pour son équation 

/»=/(«); 

et celle de la surface de toutes les sphères que l’on con>* 
sidère , sera 

( X — «)’ + (j- —/(«))*-}- Z* = r* ; 
r dénotant le rayon. 

Cela posé , si « varie d’une quantité infiniment petite 
dct, la nouvelle abscisse sera celle du centre de 

la sphère qui , par sa position ; différera infiniment peu 
de la première ; alors ces deux sphères se couperont sui- 
vant un cercle qui appartiendra en même teins à l’enr 
veloppe cherchée , et dont les coordonnées de ses points 
ne varieront pas en passant de la première à la seconde 
sphère. Donc, si on différencie l’équation précédente, par 
rapport à « seulement, celle que l’on obtiendra appar- 
tiendra à la' courbe de contact dont il s’agit. Les deux 
équations de cette courbe seront donc 

(X— —/(•))* 4- X* =r-, 
et 

Soit, en général, {7 = 0 l'équation des surfaces enve- 
loppées, « étant une constante ou un paramètre qui 
concourt à leur génération ; les équations de la courbo 
de contact de l’enveloppe avec les deux enveloppées con- 
sécutives seront 
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donc, si on élimine entre elles le paramètre « qui par- 
ticularise la courbe de contact , l’équation résultante en 
X, y, x,-et en constantes indépendantes de , sera 
celle de l’enveloppe elle-même. 

M. Monge a donné à la courbe de contact , dont les 
équations sont (-^) i nom de caractéristiqu» 

de l’enveloppe ou de la surface limite, parce qu’elle im- 
prime à cette surface un caractère indépendant de la 
nature de la courbe qui fixe la loi de ‘suc- 

cession de toutes les surfaces enveloppées. Par exemple, 
quelle que soit la courbe des centres de toutes les sphères 
considérées ci-dessus , les caractéristiques n'en seront pas 
moins des cercles. 

Il suit de là qu’en passant de la seconde à la troi- 
sième enveloppe pour obtenir une nouvelle caractéris- 
tique , a doit , dans les équations (/<) et ( 3 î) , varier d’une 
quantité infiniment petite d» : cette seconde caractéris- 
tique sera donc donnée par 



or , celles-ci coupant en général la première , il en résulte 
que , pour chacun des points d’intersection de ces deux 
courbes, 



Digitized by Google 


y.H ©POSITIONS' 


4d8^ 

Tapi ^ue l'on attribiiera au rparamètre « une valeur 
particulière , ces trois équations ne donneront que les 
coordonnées des points communs aux deux caractéristiques 
consécutives qui résultent de cette valeur ; mais en éli- 
minant « entre {A) , (/î) , ‘(6’) , on aura en a:, z 
deux équations qui appartiendront à la courbe formée 
par le système des points d’intersection que l’on -consi- 
dère , et qui sera loiicliée par toutes les cai'artériÿliques , 
de même que renvelojq>e est tonchée par, toutes les 
enveli)ppées : cette courbe est arête de rebroussement- 
de l’enveloppe , parce qu’elle la sépare ep. deux nappes 
dist netes. 

S’il arrivait que trots caractéristiques consecutives se. 
rencontra.ssent , ou que deux caractéristiques vinssent à, 
co'incider, les quatre équations 


U=o, 




auraient nécessairement lieu à la fois; or, en éliminant; 
entre elles a:, , on. obtiendra une équation unique , 

qui ne renfermera phi.s que et à l'aide de laquelle, 
on pourra trouver le point de l’arête de rebroussement 
commun à trois caractérisiiques ron.sccutives. Cette tbéorie. 
c.st traitée a fond dans l’ouvrage cité, de Monge : nous 
nous contentons d'en dotuier ici une idée. 


iCyj. Ré.-olvons aciiielleincnt le- problème suivant , à, 
cause de sou analogie avec ce qui précède : déterminer, 
tous les plans qui retranchent d’un angle trièdre une. 
pj’ramide équivalente d un volume V donné. 

TSous imiterons la solution du cas particulier traité au. 
P®. i58, çt, à cet effet, nous- prendrons, pour équation, 
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générait des plans cherchés , 




Ax By Cz — f \ (i) 

les intersections des trois plans qui forment Tangle trièdre. 
étant prises pour les axes des coordonnées. L’un de ces. 
plans cherchés coupera ces axçs en^des points dont les 
distances à l’origine seront. 



et, par la théorie du n°. 
pour expression 


• V=i 


iiJBC * 


i4^ , le volume donné aura, 


d’où 


A =z 


(3 JSLF ‘ 


L’équation (i) se change donc en celle-ci : , 


f^Rx -i- G B“CFy + 6 BC^ Vz = BBC Vf. (a) 

En la différenciant , par rapport à J5 et à C seule- 
ment , La position consécutive à celle qui résulte de. 
cette équation sera donnée par 

(.^By+Cz—f)+X^Cz + By—f)-^=:o, (3) 


ou , ce qui est la même chose , ces deux dernières équa- 
tions seront celles de la commune section de deux plans 
consécutifs. La position de celte droite dépendant de la 

. A ■ ■ 

valeur du rapport i et cc rapport variant néces- 
sairement lorsque la situation du plan (i) change , il 
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s’ensuit qu’en différenciant l’équation (3) dans l’hypo- 
thèse que est la seule variable , on aura ces deux 
dB 

autres équations 

a % + Ce = f , a Ce + % = ^ , (4) 

qui donneront la position d’une autre droite dont le point 
d’intersection avec la première sera sur une certaine sur- 
face courbe qu’il s’agit de déterminer. 

Or , en vertu des équations (4) ) on a 


Cr= 


3e 


J5 = 


f 


et si on introduit ces valeurs dans l’équation ( a ) , la 
surface courbe cherchée , qui sera touchée par tous les 
plans (i) , en un point x, y, e, aura pour équation 




F ■ 


Celte surface sera donc hyperboloïdique. 

Nous pourrions, comme au n°. i58, nous proposer 
de déterminer la position de la normale passant par 
l’origine des coordonnées , mab nous laisserons au lec- 
teur le plabir d’effectuer lui-mème les calculs relatifs 
à cette solution. Nous observerons seulement qu’il faudrait 
pour cela employer quelques-unes des formules du n”. ii3y 
et avoir égard à ce que 

ayz' yzx' -f- xzy* — 3 xyz 
est, n°. 1 ^ 9 , l’équation du plan tangent à l’hyperbo»» 


\ 


s 
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loïde euhiijue que l’on vient d’obtenir. Alors ce plan , 
qui fierait perpendiculakfr à la normale dont il s’agit y 
retrancherait de l’angle trièdre donné une pyramide dont 
la base serait un minimum. C’est ce que M. Lefrançais 
a reconnu le premier, n*. lo de la Correspond, sur 
TEcole imp, polytech. 


I 


l 




1 


V 
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chapitre: II, 


Recherche des équations de différentes surfaces 
d’après la considération du plan tangent. 


])es surfaces cylindriques. 

^ 168. Quelle que soit la position «lu plan tangent à 
Vne surface cylindrique, ce plan sera toujours parallèle, 
à la génératrice. Cela posé , soient 

« 

»' = oe' , y' = W » 

les équations d’une droite parallèle- à celte génératrice , 
et pris.sant par l'origine des coordonnées ; l’équation du 
plan tangent, mené par un point x, y., z de la surface, 
cylindrique, sera(n°. i 63 . ) 

« 

z' — Z = P — x) + q —y )• 

Or, pour que ce plan, et la droite dont il s’agit, soienL 
parallèles, il faut (n°. iii) que l’on ait , entre les coef- 
ficiens a, b, p, q, la relation 

x-ap^hq, ou + (^) 


1 
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laquelle expri^te qi^’unè snrface est cylindrique , sans 
cependant rien prononcer sur la nature de la courbe qui 
dirige lè mouvement de la génératrice. 

Pour appliquer ce ré.sultat à un exemple , résolvons 
ce problème : 


Connaissant la direction de la giniratrice , trouver 
t équation de la surface cylindrique qui enveloppe une 
surface courbe donnée. 

. Soit F z) zs:o., l’équation de la surface donnée; 
après en avoir tiré les valeurs des co.eflkiexis différentiels 



j on les substiturea 'dans l’éqnation 


différentielle (A") des surfaces cylindriques j et l’équation 
résultante f(^x,y, e')z^o appartiendra à la courbe de 
contact ; mais cette courbe étant aussi sur la surface 
donnée, 'il s’ensuit que. sés deux équations seront 


*) = 0 - 


' 11 ne s’agit donc plus que d’opértr comme au n“. ia5 , 
pour avoir l’équation individuelle de la surface cylin- 
drique, circonscrite , puisque les équations de la géné- 
ratrice sont connués. > 

•Ht «fl.-.- 1 /. 

I 

Des surfaces coniques. 

l6g. Un des caractères des surfaces coniques, est que 
le -plan qui leur est tangent passe toujours par leur 
sommet. Soient donc a, ÿ , c les coordonnées de ce point , 
et SC , ^, Z celles d’un autre point de la surface conique 
par lequel düit passer le plan tangent. '' 
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Ce plan a généralement pour équation 

I 

— Z = ( *' — x) P -f. (y — y ) y ; 

» 

et comme il doit passer par le sommet du cône , on a 

résultat qui exprime qu’une surface courbe est conique , 
sans néanmoins rien prononcer sur la nature de la courbe 
qui lui sert de base. . -t : r. 

De là il est aisé de résoudre ce problème ^ étant 
données les coordonnées du sommet , trouver l'équation 
de la surface conique individuelle circonscrite à une sur- 
face courbe donnée. 

La ligne suivant laquelle se touchent la surface donnée 
et la surface conique demandée, étant en général une 
courbe à double courbure, il faudra , "pour en déterminer 
les équations , avoir égard à ce que , pour tous les points 
de cette courbe de contact , les deux surfaces ont le 
même plan tangent , et qu’ainsi les valeurs de ces coef- 

üciens différeiltiels déduites tant de 

l’équation de l’une de ces surfaces , que de l’équation 
de l’autre surface , sont respectivement les mêmes. 

Cela posé, soit F(^x,y, z) — o l’équation de la 

surface 'enveloppée ; on en tirera lés’ valeurs 

; et après les avoir substituées dans l’équatîon 
fA') des surfaces -coniques , on aura une autre équation 
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en x,y, z, qne l’on peut désigner par_/(*, j, z')=o; 
telles seront les équations de la courbe de contact , 
n". i66. Procédant ensuite comme au n". 126, on aura 
l’cquatlon individuelle de la surface conique cherchée. 

170. ACn de déduire de cette théorie quelques pro- 
priétés des surfaces du second degré , prenons , pour 
équation de la surface enveloppée , 

Px' 2Qz-^2Rjr-i-a.Sx— i; ( 1 ) 

forme sous laquelle peut être mise l’équation (_/^ du 
n®. lai, et dénotqns toujours par abc \es coordonnées 
du sommet de la surface conique. On tirera de là 



Px+S 


Ny+R _ 

\dx )- 

Mz-{.q * 

\dj )~ 

Mz-\-q ' 


et l’équation (A) de la surface conique deviendra , par 
la substitution de ces valeurs, et après avoir réduit à 
l’aide de la relation (1), 

^Mc-j-Ç)z-f-(Nà~f-JÎ)y-f-(Pa-f-S)x-l-Qttj-/ti-l-Sa-f~i=o; 

celle-ci , que l’on peut mettre sous cette forme : 

yc ita ^ — O , (3) 

en faisant y = Mz -f- Ç , /3 = Ify -f-ü, a = Px -^S , 
Qÿ -j- Rj-{-Sx -h I , appartient nécessairement à 
^ un plan, puisqu’elle est linéaire en a.-, z: ainsi la 
courbe de contact d’une surface quelconque du second 
degré et d’une surface conique est toujours plane (*). 


(*) Il «M remar^uaUc que l’éqiution (3} du pUu de U courbt 
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Or, il est évitlcnl que te plan est fixe dans l’espace, 
lorsque les toordopnées a, b, c sont fixes elles-inèmes, 
mais que sa position varie , lorsque le sommet de la 
surface conique change de place. Supposons que ce poirtt 
se meuve sur la surface 

■Jl/'c* + iV'i’ + P'a; =1. C4) 

Si nous considérons deux positions consécutives du plan 
de la courbe de contact , résultantes des deux positions 
infiniment voisines du sommet du cône , les coordonnées 
jt, Z de la droite d’intersection de ces deux plans 
seront constantes (n". iG6); mais a, b, c auront varié 
toutes trois. Les équations de celte droite seront donc 

yc -|- fib «U “I” ^ — O» "t* — O i 

- • 

et pour exprimer que le .sommet du cône ne quitte point 
la surface directrice (4) , on aura encore , entre da , db ^ 
de , cette relation 

M'têc -f- ^'bdb -f- P'ada = o. ' . 

Eliminant de entre celle-ci et la précédente, on trouvera 
{^W^c — 'N<yh')i[b-\-{_M'ac — Fya^da=o. 

La position de la droite dont il est question dépend de 

la valeur du rapport — et, à cause de la lllterte qua 
‘ ^ db 


tic contact est la meme que réquation tlu plan tangent. On a rü > 
tsP» 6()j utiqi parûculariié semblable pour Ica lignes courbes* 
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ie sommet du cône de se mouvoir en tout sens sur U 
surface dlrectricè , ce rapport est nécessairement arbi^ 

traire ; par conséquent les coefTicIens de da et de ■ 

dans cette dernière équation ^ doivent être nuis ’ sépa- ; 

rémep^; on a donc 

\ 

M'iic — N'yb~o, (5) M'éc — Pyo-o. (6) 

Il résulte de là que les coordonnées x, déduites 

des équations (3) , (5) , (6) , sont celles du point com- 
mun à trois plans de contact consécutifs quelconques , 
et que le lieu de tous les points pareils fournis par 
d’autres positions du sommet du cône enveloppant , cs^ 
une surface touchée par le plan (3). Pour déterminer 
l’équation de cette surface, on éliminera a, £, c entre s 

les quatre équations (3) , (4) i (5) » (C) ^ ainsi qu’il suit. 

On multipliera (5) et (6) respectivement par ÿ et n, 
et la somme des produits sera ^ , 

( P'fl’ -1- JV'i» ) » = ( «a + /Sft ) ; 

puis l’on ajoutera M'yc’' de part et d’autre, et l’on aura 

( Pa'‘ -f- iV'ô' -j- M'c’' ) y = M’c ( <to -\-fib + yc ) ; - 

< 

et après avoir élevé tout au carré , il viendra , à cause 

des relations (3) et (4) , > ^ 

y* , d’où ~ — = i\ 

’ M'V 

D’un autre côté, les équations (5) et (6), élevées au 
carré, donneront ' ' 

A/'‘(8*c* = JV'Vi*» ' = P'VaS; * ’ 

et par conséquent 

a; 
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_ A''y’3’ «* _ P'y'à' 

■"A'"— A/'»c’ ’ P' ~ M'“C> ’ 

Faisant une somme de ces dernières et de l’équation 
identique viendra, toutes réductionsJÈiiles , 

y’ 4’ y’ . 

JlP N‘ P' M'^c' * 

y* 

mais ^ ; donc 

« 

A^Py» + + M'N'^ = M’N'PF ; ( 7 ) 

résultat indépendant de a, b, c, et qui est du second 
degré en X , y , z, puisque «, ,3, y sont des fonctions 
linéaires de res variables. Donc , si une surface conique 
touche et eneelnppe constamment une surface courbe quel- 
conque du second degré , pendant que son sommet parcourt 
une autre surface du second degré située comme on voudra 
dans t'espace , mais douée d’un centre , te plan de la 
couche de contact des deux surfaces touchera toujours une 
troisième surface du second degré. 

Ceux qui voudront savoir comment il est possible d’ex- 
traire de la théorie précédente , due à M; Monge, d’autres 
propriétés curieuses des surfaces du second ordre , pour- 
ront consulter les Mémoires de MM. Livet et Brianchon , 
insérés dans le i3'^. cahier du Journal de l’Ecole poly- 
technique. Nous nous contenterons d’énoncer les deux 
propositions spivantes , que M. Monge a démontrées le 
premier : 

/ i Tout étant égal d'ailleurs , comme ci— dessus , si le 
cummèt du cône circonscrit se meut en ligne droite , le 


> 
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plan de la courbe de contact passera toujours par une 
mSme ligne droite : 2". si le sommet est dirigé par une 
iutfoce plane , le plan de ta courbe de contact passera 
toujours par un même point. 

Des surfaces de révolution. 

171. C’est un caractère distinctif des surfaces de ré^ 
volution , quelle que soit d’ailleurs la nature de la courbe 
génératrice, que le plan tangent est toujours perpendi- 
culaire au plan mené par l’axe de rotatioii et par le 
point de contact. 

Cela posé , soient 

oc' z= Àz' -f- a, ^ 

y = Bz' + b, 

les équations données de l’axe de révolution , et x-yz 
lés coordonnées du point de contact. L’équation du plaît 
du méridien , c’est-à-dire de la section faite pat l’axe 
et assujétie à passer par le point de contact, est de la 
forme suivante (n". 106): 

r' r = M ( æ' — ^ + N (^y' — y ) : (n?) 

or, l’axe coïncidant avec cette section , il est évident que, 
pour tons les points qui leur sont communs, les coordon- 
nées sont les mêmes ; les trois équations précédentes doi- 
vent donc avoir lieu en même tems ; et , en vertu du 
fl". lit , il faut que l’un ait la relation 

AM y B X= i. 

Mais les équations de l’axe pouvant être écrites ainsi : 


i 


4i() Propositions 

x' X — A — z') + O — X -}- Az f 
y — y z=z IJ ( r' — z) -{-b — y Bz, 

on en tire 

a-x-}-Azz={x' — *) — A{z' — z)! ‘ 

et > C") 

b—y+Bz=(j'—y) — BÇ_z'—z') j 

D’ailleurs, si, entre ces mêmes équations , l’on élimine z, 
on obtiendra 

(^x'—x)B—(y'—y)A = ia—s)B—{b^y)A ; 

équation qui , à cause de la relation AM BN = i » 
peut être mise sons ces deox formes : 

(^i-AM)(x'-x)-^-y'iANz=zNl(a-x)B-{b-y)A^, 

(i - BN) (y -y) -{y -x) BM=M[ib-y)A- (« - x) B] ; 

et si, dans les équations (n), on substitue pour z ' — t 
sa valeur (m) , on aura 

a~.x+Ax=z(^xf~-x)—AM{x>—x)—AN{yr'—y) 

t= («'— x) ( I — AM ) — AN (y — f 

h—y-\-Bz = {y —y) —BMlx'—x)—BN y— y) 
(i — BN) — BM(^x' —x). 

Donc , en rapprochant ces deux équations des deux pré- 
cédentes, on conclura que 

MlA{b~~y) —B{a—x)'] = b—y + Bz, 
NlA^b—y) -.B{a — x)^ = —ia—x+Az)i. 

ainsi l’équation (m) du plan du méridien mené par le 
point de contact, est' 
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(x'— *) — (a— x+^z) O'— ; 
et comme celle da plan tangent est ( n*. 1.63 .) , / 

il Insulte , du n°. 1 1 o , que , si ces deux planés sont per-^ 
pendiculaices entre eux , on aura. 

{ J - J. + «^ ) (^) - C a - » + .i. ) (-|.) 

-f. ^ (3— jr ) -r-£(a— x) = 0 ! 

cette relation exprime donc qu’une surface est de réro- 
lûûon autour d’un axe déterminé de position par les. 
constantes B, ti, 3, indépendamcpent de la géné- 
ratrice. 

Indiquons maintenant la solution de ce problème : une 
^rjace courbe dont V.iejufitioJt est donnée , étant liée d’une 
manière iftyarlable à un axe de résolution , et tournant 
ensuite autour de cet axe , trouver Vétjuation de la surface 
tjm touche et enveloppe la suif ace mobile dans toutes ses 
positions. 

La surface cherchée est nécessairement de révolution 
autour de l^axe donné , et la ligne suivant laquelle elle 
touche la surface mobile considérée dans sa première po- 
sition , est une courbe dont il suffira d’avoir les équa- 
rious ; car alors la question rentrera dans celle qui a 
été traitée au n”. tay. i 

Soit donc P’(x,^,z) = o l’équation donnée de la 
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siirfarc mobile , ronsidérée dans sa position initiale. Ce^te 
étjualion doit satisfaire à celle des surfaces de révolution ; 
donc , si on en tire les valeurs des coefQciens différentiels 



et qu*on les substitue dans l’équa- 


tion (y/) , la résultante J ^) — o appartiendra 

à la courbe de contact ; ainsi les deu.Y équations de cette 
courbe seront 


- ) = 0 , 

/ -) = o; 


et en opéçant comme au n". cité , on aura l’équation 
de la surface individuelle cherchée. 

Nous n'entrerons pas dans de plus grands détails sur 
les propriétés des courbes à double courbure et des sur- 
tices combes, parce que le lecteur, qui veut s’instruire 
plus particulièrement sur cette .matière. , , doit étudier 
V Application de l'analyse à la géométrie , par M. Monge 
ouvrage qui est un des plus beaux monumens du génie , 
et où la plus haute analyse se manifeste dans toute sa^ 
puissance. . * 



y 
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CHAPITRE III. 


Solutions de qut^ucs problèmes de' maximis 

et MIMMIS. 



ly*. Les solutions du petit nombre de problèmes siii- 
vans m’ont paru assez simples et assez élégantes pour être 
publiées dans ce Recueil : elles sont fondées sur les théories 
des n“*. 4y et i33 du Traité de Calcul différent, élétn., de 
Lacroix. 

F R O B I. Ê M E. 

Par un point M' donné dans l'intérieur d'un angle MAN, 
mener une droite MN , de manière que sa longueur 
M N , comprise entre les deux côtés de cet angle , soit 
un minimum. 

[Fig. 9y. ] Prenons pour axe des x la droite AXy 
qui divise l’angle donné MAN en deux parties égales ; 
et soit M' M =. Z M'N — z' , l'angle JK = ^ ; puis 
dénotons par x y les coordonirées rectangles du point 
M, par x',y' celles du poipt M'. 

L’équation de AM étant y :z= ax , celle de la droite- 
AN qui est placée de la même manière au-dessous d*. 
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l’axe des x sera y~ — ax : or, si l’on transporte l’origine 
des axes au point M' , sans changer leurs directions , 
on aura ( n®. 4° ) * ^ 

AP ■=. X — x’ t cos P , 

PM =y = y -f * sin ip; 

et par conséquent l’équation y =^H^x deviendra 

y -f- r sin = O eos ?>) , 

ainsi 

ax' — r' 

. Z-=. — : , 

sin ç — a cos 

Pour trouver M'N ou z ' , on voit bien qu’il snfht 
de prendre a négativement dans ce résultat ; on a donc 
sur-le-champ 

• — ax' — y' 

z', = — : Ï-— : 

sin tp -{- a cos ^ 

en sorte que si on ajoute ces deux valeurs , prises positi-^ 
vement, on obtiendra , 

Z + Z ' = ° ^ —y cos <P ) , 

sin ’ç — a‘ ros ’p 

Egalant a zéro le coefScient différentiel de cette expres- 
sion dans laquelle ^ est seul variable , afin d’établir la, 
çondilion du minimum , on aura 

( x' cos ç -{- ' sin ^ ) ( sin — a* eos ). 

-f- a {y' cos ^ -x' sin (sin p cosf -|-a*sin pcos p) = o ; (i 

puis divisant tout par cos , et développant, on trouvera 




Digilized by GoogI 


tang*^-*' 


DK GéoMÉTRIK. 
(2o’-4-i) 


4aS 


tang’^-f(a?-f-2)ung^)-— =o. (2), 


Cette équation donne nécessairement une racine réelle 
dans le cas général , puisqu’elle est du troLsicme degré ; 
mais lorsque J-' = O , le premier et le troisième terme 
disparaissant , on a simplement 


tang ‘ç ; 


a’ 


a a ' + I *■ 


c’est-à-dire , qu’alors l'équation (2) ne fournit aucune, 
racine réelle. Cependant il ne faudrait pas conclure de 
là que le problème proposé n'est pas susceptible de mi- 
nimum , dans l’hypothèse actuelle; car, si on remonte 
à l’équation (1) dont celle (2) dérive, et que l’on y 
fasse jf-' = 0 , elle se réduira à 

cos^ ( sin ’ç — a* cos *<Ji) — acosçsin ( i -f-a’) =r o, 

çt sera évidemment satisfaite par cos ç = o , ou par 
<f=ioo*'. Pour faire disparaître cet inconvénient, et 
rendre la formule (2) aussi générale que le comporte 
le problème , nous la changerons en une autre dans 
laquelle il n’y ait plus de dénominateur, et où, cependant, 
le premier terme n’ait que l’unité pour coefficient. A 

O cet effet, nous 'ferons, comme l’on sait , tang Ç) , 

y 

U étant une nouvelle inconnue , et il viendra , après la 
substitution de cette valeur, *■ , 

a:'(aa>-t-t)u*-l-(a’-f-2)yi.— a’xy =:= O. (3) , 
Soit maintenant .y'=:;:o, on aura ■ '-fe , 
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a = x'(2a*-f-i); 


et , par suite , 


ar' ( 2 O’ + I ) 

tang tp = i ^ = « ; 


c’eft-à-dire que quand le point M' est sur l’axe des a:, 
la droite minimum' cherchée mn , est perpendiculaire i 
cet axe. 

Si, au contraire, y' a x' , auquel cas le point M' 

se confond avec le point m, la formule (3) se change 
en celle-ci : 


— x'Çza’-j- I ) n’-f-(a’-f-a) a’ar'*M— O ; 

et par la méthode des diviseurs commensurablcs , on 
obtient aisément 

I 

U = a:' , ou tang Ç = — =■ . 

11 suit de ce résultat, et du ( n“. 35 ) , que la droite 
minimum , parlant d’un des points des côtés de l’angle 
AMN , doit cire perpendiculaire à l’autre côté. 

Enfin , si on avait seulement x = o , l’équation (3) 
se réduirait à 

a{u* + (a*-f- 2 )y>}= 0 , 
et serait satisfaite par w=:o, ou par tang ^ ^ =z o ; 

y 

ainsi , lorsque le point par lequel doit passer la droite 
minimum est donné sur l’axe des y, celte droite est 
parallèle à l’axe des x , et rencontre les côtés de l’angle 
*qui est le supplément de MAN. 
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Les autres parlirularitcs du problème se déduiraient 
avec la même facilité de l'équation ( 3 ). 

On pourrait se proposer un problème analogue , dans 
l’espace : ce serait de déterminer le plan minimum pas- 
sant par un point donné dans un angle trièdn y et li- 
mité par les trois Jaces ^de cet angle. 


Problème. 

I 

173. Déterminer la plus courte distance entre deux droites 
données dans l’espace. 


La propriété dont jouit cette ligne , c’est d’être à la 
fois perpendiculaire aux deux droites données. Quoique 
cela se prouve très-simplement par la géométrie élémen- 
taire , voici comment l’analyse conduit au meme but , 
et de quelle manière on parvient en meme tems à l’ex- 
prcs'ion de la plus courte distance cherchée. 

Soient 

X — or -f- « , x' — a' z' -J- «' ■> .. 

J — y' ■= h’z' -j- / 3 ' j 

les équations des projections verticales des deux droites 
donnée.s : la distance entre les deux points xyzy x'y'z* 
' aura , pour expression ( n”. 102^ , 

(2) 

Cette quantité devant être un minimum y il faut que ses 
différentielles, prises successivement par rapport à z et à 
z' y .soient nullcs, à cause de l’indépendance de ces va- 
riables : ainsi on aura , pçur les déterminer , les équations 


« 
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42S Propositior*. 

^ = (r-r')+a («-«'-j-az-a'^O+ÿ (/9-^'+iz-^i') = 9^ (S) 

^r= =® • (4). 


Il est d’abord, facile de s’assure^ que ces équations ré-, 
pondent au minimum demandé , car on trouverait que 
la conditioD 



est remplie (n®. i34 du Cale. diff. ilim. L. C-)- Ensuite,^ 
pour parvenir à la propriété énoncée , on observera que 
la droite minimum devant passer par les points xy-z 
x'y'z' , ses équations sont de la forme 


af' = a*(sr — r') > 

y —y' = M (* — z' ) f 

ou, à cause des valeurs dç jc, tirées des équa- 

tions (i) , on a 

(«•— «'4-az — aV) = a« (z— a') > . 

« 

de là les formules (3) et (4) se réduisent respectivement à» . 

I -f- an» -j- = 0 , I 4- a'a" -f- blV = o. 

• Ces relations expriment donc ( n®. io5 ) que la droite 
minimum est en même tems perpendiculaire aux deux 
droites données , et l’on en tire 

, * 
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n — 

b” 


b> — b 
a' b — €ib’ * 


a' b — ab' 


4^9 

( 6 ) 


Actuellemem , si on résout les équations ( 3 ) et ( 4 ) i 
par rapport aux inconnues « , 2' , on obtiendra 


_ {a’b-ab'){{_b~b'-) (,-« 0 — 

* (a— •a' )• -J- ( A •— A' )* -f. (o'é— ni' )* ’ 

niais l’expression (a) devient , en vertu des formules ( 5 ') 
et ( 6 ), 

*‘=s£ÿ‘ + 

et en y substituant pour 2 — 2' sa valeur précédente , 
on a 

^ (&-A’)(a-a>)-(a^a>)(^-^>) , 

|/(a — a'V4-(A — A')*4-(o'A — aA')‘ * 

résultat conforme A celni auquel on pâment par des 
'considérations purement élémentaires. ( Voy. VAppl. de 
l’alg. à la giom. des surfaces ^ par MM. Monge et Ha-> 
cbette , probL IV. ) _ . 

PboblêM'S. -. 



174. Déterminer la route la plus courte pour aller d'un 
point à un autre, en passant par un plan donné de 
position à V égard de ces points. 

Dans la question précédente , les plans coordonnés sent 
skués d’une manière quelconque , par rapport aux droite» 
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données; mais il est des ca? , comme à présent, on telle 
position de ces plans, à l’égard des objets que l’on con- 
sidère dans l'espace , est plus propre que toute atilre 
pour mettre en évidence certaines propriétés de l'étendue; 
c’est de quoi l’ou a été à même de se convaincre dans 
le cours de cet Ouvrage. 

Soit donc pris, pour plan des xy le plan donné, et 
pour celui des . t ;: , le plan qui passe par les deux points 
donnés. Dans cette hypothèse admissible , les coordon-r 
nées du point M' f Fig- 98-] sont • ‘ 


X — x' y y ■=. O f Z z=z' i 

celles de l’autre point M'> sont ' • •• 

X x" , y =z O , Z ^ z'f ; 

et en supposant , pour le moment , que le point N du 
plan xy soit celui qui satisfait au minimum demandé ^ 
point dont le.s coordonnées sont x, y, on aura 


Jir.Y-f /(x— x' )’+>•’ -f-é" ' 

V/(x— x'0‘-fj>-i-z"’= V/P-f- \/T'. 

Comme les vanables x et ^ sont indépendantes, les dif* 

ierenticlles suecessives de cette expression donneront 

« 1 . . 

X — x' X — x" 

— 4 - = O , 

r • .■ V P VP' . ; , • i 


ŸP VP' 


Ponr qne cette dernière équation soit satisfaite , ûl , faut 
que y soit nulle ; ainsi la route la plus courte demandée ( 
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est M'N' N']\V' , c’est-à-dirc qu’elle est toute entière 
dans un plan perpendiculaire au plan donné xjy. Alors, 
l’avant-dernière équation se réduit à 

X — x' x" — X 

( a; — a:' )* -f- z'* V ( 

donc, cos — cos M"N'X ; donc, les deux lignes 

M'N ' , N'1\I" font le même angle; avec le plan xy , 
on avec la perpendiculaire N' R à ce plan , comme pn le 
démontre d’une autre tnanière en mécanique. 

11 re.sulle de là que la plus courte distance d’un point 
à une autre , en passant par une surface courbe , est 
représentée par une ligne brisée située dans un plan 
normal à cette surface. 

Problème. 

lyS. Déterminer la plus courte distance de deux points 
mobiles dont on cunnait les positions initiales , et (jui se 
meuvent unijurmément sur deux droites données *dans 

V * 

l espace. 

Je ne sache pas qu’aucun auteur de mécanique élé- 
mentaire ait résolu ce problème d’une manière générale ; 
cependant il est susceptible de l’ètre élégamment par la 
pure géométrie; et, en se conformante la remarque qui 
se trouve au commencement du n*. précédent, l’analyse 
algébrique est très-propre à faire découvrir la solution 
graphique fort simple dont ce problème est susceptible. 

Pour cet effet , choisissons la position des plans coor- 
donnés , de manière que les équations des deux droites 
donnée^ dans l’espace soient les plus simples possibles : 


' Çii i* n O P 0 s I T I O » i 

or, c’est ce «jni arrivera lufaillibleraent en prenant *1'’. 
pour plan des xy celui qui contient une des droites 
dont il s’agit , et qui est en même tems parallèle à 
l’autre droite ; 2°. pour plan des xz celui qui passe par 
cette autre droite , et qui est en outre perpendiculaire 
au plan des xy. ' 

£ Fig. 99. ] Maintenant , soient MM', mm' les droites 
données ; la première étant située dans le plan des xy^ 
et la seconde se trouvant dans celui des xz , parallèle à 
l’axe des x, les équations de AfJ/'’seront évidemment 

* ^ _ tang (p.x + i, ’r = o; 

et celles de la droite mm', 

y=zo, z = z'. ' 

, >» 

Supposons que les points mobiles se trouvant actuellement, 
l'un en M , dont les coordonnées sont « , fi , et l’autre' 
en m sur l’axe des r, se meuvent de A vers X, avec 
des vitesses uniformes qui soient entre elles comme Ç l p i 
alors SI M'm' est la plus courte distance à laquelle se 
trouveront ces deux mobiles , que les coordonnées du 
^ point M' soient désignées par fi', et celles du point m' 
par x', r', on aura en général 

M'm' = a = V^(x' — <•')’+ /8'“ -f- 

Mais les espaces parcourus mm ' , MM' étant entre eu* 

qx 

comme les vitesses p et y , on a MM' = — — , et parce 

que l’angle formé par la droite MM' et l’axe dos x 
est on a en outre 
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qx' " qx' . 

•' — — - cos- a, / 8 ' = |8 — ^ — sin 9 . 

P P 


Si l'on substitue ces valeurs dans l’expression précédente 
de U , et que l'on égale à r.éro la différentielle de cette 
expression , prise par rapport à ac' , on obtiendra une 
équation de laquelle on ti^ra 

« (p’ — p9 cos ^) ) 4- y8p7 sin ip 
P* + 9* ' — 2 Z’? ? ' 


ou bien 



« (p — q cos 9 ) 4* 1^9 sin 
r 


y 


en faisant , pour abréger , q‘‘ — i pq cos ^ = r*. 

La valeur de r peut être construite très-simplement, 
car elle représente la base d’un triangle dont les deux 
autres cotés, formant l’angle ÿ,, sont p et q. Si donc, 
par un point quelconque G de la droite MM', on mène 
GF parallèle à mm', et que l'on prenne GF de manière 
que MG et GF soient dans le rapport de ÿ à p , la 
ligne MF sera de la valeur de r. 

Il suit de là qu’en prolongeant MF, et faisant. . . 

^ , U droit. KM ' , 

r / 

menée parallèlement à FG , sera = *' ; et il est re- 
marquable que la droite mR sera perpendiculaire à MF, 
et égale à la plus courte distance cherchée. Or, si cette 
circonstance a lieu , il est évident que la droite u4R , 
qui est la pi^^ction de mR , sera elle-même perpen- 
di<!ulaire à 11 est facile de prouver cette propriété ; 

car . , 


/ 
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sin D=Jii^, co.D=. 

r r 

par suite, 

VP=>j£=Si21Û, DM^^, AB^BP-.-, 

q $111 (f ^ q sin f 

et, si AR n’est pas perpendiculaire à DM, soit Ar cette 
perpendiculaire, alors on trouvera que 

Dr^( — y ^ ^ / ;> — y c°s ip \ . 

\ ysinç ,*/\ r )* 


et ensuite on aura 
Mrz=iDM— Dr-. 


I (/7 — y COS ç) + i8^ sin ^ 

" _ ■ } 


donc , T\m = Mr ; donc , AR et mR sont rcellement per- 
pendiculaires & MD. 

Au surplus on reconnaît sur-le-champ cette vérité, 
parce qu’en général mF mesure la distance des deux mo- 
biles : en effet, lorsque le premier M est arrivé en G, 
le second m a parcouru, sur mm', un espace mg égal à 
OF ; la figure mFGg est donc un parallélogramme ; et 
puisque de toutes les droites mF menées du point m 
à la droite MD, la plus courte est la perpendiculaire 
AR , celle-ci est nécessairement la plus courte distance 
cherchée. , 

/ ^ • 
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Probiêhe. 

176. Parmit/ous les <ptpdrilalires que l’on peut former 
avec quatre lignes données | trouver celui qui a la 
plus grande surface. 

Soient O, c, d les quatre câte's d’un quadrilatère, 
a el b deux côtés consécutifs , et ^ l’angle qu’ils forment ; 
enfin , soit t l’angle déterminé par les deux autres côtés. 
On aura, en désign^ut par x la. diagonale du quadri- 
latère opposée à ^ , 

surf. ( abx ) = — ^ sin ^ , 
a 


surf. ( bcx ) = sin I ; 


par conséquent la surface du quadrilatère sera 

ab sin 9 cd sin i , . 

i= --j . (0 

a a 

D’un autre côté , les deux triangles dont se compose cette 
surface , donnant 

X’ = a’ ~f~ b^ — a ab cos q , ' . 

x' = c‘ -f-iP- — a cd cos t , 

on a cette autre équation, 

a‘ -f- b^ — a ab cos ç = c' -j- iP — a cd cos t : (a) 

ainsi , pour trouver la surface maximum , on égalera à. 
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zéro la dilTcrentielIe de la valeur de sf en faisant varier 
à la fols 9 et ( , puisque ces deux angles sent fonction 
l’un de l’autre ; et l’on substituera dans cette différen- 
tielle, divisée far dt, la valeur du rapport tirée de 


l’équation (a); ce ^ qui donnera une relation entre les 
angles ^ tl t , convenable au maximum demandé ; ou 
bien l’on procédera ainsi qu’il suit. 

De l’équation ^i) l’on déduit . ' 

d9 cd cos t 

di ab Cos ^ ’ 

et de celle (2) l’on obtient 

' dç cd sin I 

* dt ab sin p 

prenant la différence de ces deux valeurs, et réduisant , 
il vient 


ds 

17 


=. sin é cos ç -f- sin ^ cos < = sin(«-f“P)=o; 


donc, les angles I et ç sont suppléments l’nn de l’autre; 
donc, de tous les quadrilatères isopérimètres, dont les 
longueurs des côtés sont invariables, le pluj grand est 
celui qui est inscriptible. Cette proposition est un cas 
particulier du théorème 6 , livre IV , de la Géométrie de 
Legendre. 
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Problème. 

177. [Fig. 100.] Bans un quart d'hémisphère supposé 
avoir pour base le quart de cercle ABC , pratiquer une 
ouvérture rectangulaire APMQ , dont le volume soit 
un maximum. 

Soient X, 7* les coordonnées du point M, et le rayon 
AB ou AC=r\ on aura PB = r — x et = r — y. 

Or, on sait, par les élémens de géométrie, que le vo- 
lume du quart d'hémisphère du rayon r a pour expression 

— : — f w étant le rapport delà circonférence au diamètre, 
b 

et que le volume du quart de segment sphérique dont la 
hase est MPB a pour valeur — ’ 
conséquemment le quart de segment sphérique CQM aura 

, ^—y 


pour 


valeur 




Mais le vo- 


4 V 3 

lume de l’ouverture APMQ étant évidemment la difTé- 
rence du quart d'hémisphère ACB à la somme des deox 
quarts de segment PiV/.& , CMQ, on a , en dénotant ce 
lume par V, 


r/ 




, 6 4 

L 3 J 

4 

L 3 J 


Egalant à zéro la différentielle de cette expression,, il 
vient , après les réductions , 


dV = x‘‘dy -{-j’Jx — o. 
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D’un autre côté, à cause de x’ = on a 


partant 


xdx -\-ydy — o ; 
dV 

= jf’ — = O. 


dx 


Ce résultat répond nécessairement au maximum de« 


mandé , car le coefficient différentiel 


d’V 

dx' 


est négatif. 


comme cela est aisé à vérifier ; ainsi puisque l'ouverture 
APMQ doit être un carré , le point M sera le milieu 
du quart de circonférence CMR. 
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178. Déterminer epjtl doit être Vangle du losange que 
présente le fond des alvéoles des abeilles , et l’incli- 
naison que doit former cette face avec la base de 
l’alvéole , pour que la surface latérale du prisme et de 
ses fonds soit la plus petite possible, f Fig. 102.] 

Les alvéoles des abeilles sont de petites cellules qui 
ont la fornac d’un prisme hexagonal A'C , dont les six 

faces latérales sont des trapèzes CC'B'b, et dont le 

fond se compose de trois losanges CS Ab , qui , par 

leur réunion , forment un angle trièdre 5 ; et il y a 
cela de remarquable, que les deux rangs d’alvéoles qui 
composent cis gâteaux de miel sont adosses les uns aux 
autres , et disposés de manière que l’axe d’un alvéole 
s’aligne avec la jointure commune des trois postérieurs J 
ainsi que le représente la figure loi : ce qui était nécessaire 




t 
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pour donner lieu à l’arrangement, de leurs fonds com- 
muns. 

Cela posé, soit mené, par la diagonale AC qui joint 
les extrémités de deux arêtes égales AA\ CC, un plan 
CBA parallèle à la base hexagonale régulière A'B'C ... 
Il résultera de là le prisme triangulaire ACBA'C'B' à 
bases parallèles ; et si l’on joint le point S au centre F* 

de l’hexagone A'B'C' la partie SP=Ilb de l’axe 

de l’alvéole sera la hauteur de la pyramide A C PS. 
Quelle que soit donc l’inclinaison SOP du plan SCb 
sur le plan PCB, ou sur celui de la base hexagonale 
de l’alvéole , les deux pyramides ACPS, ACBb seront 
toujours équivalente^, et par conséquent le volume de 
l’alvéole sera toujours le même : quant à sa surface, elle 
variera nécessairement avec l’angle SOP. Voici le moyen 
de trouver la valeur de cet angle, pour que cette sur- 
face soit un minimum , comme dans le cas de la nature. 

Soit l’angle SOP=:», prenons, pour unité de lon- 
gueur , le côté de l’hexagone régulier A'B'C , et 

désignons par h la plus longue arête AA'. “Le triangle 
BOb étant rectangle en jB, on aura 


d’où 

ainsi l’aire du trapèze CC'B'b sera =i(aA — itangj), 
et la surface latérale de l’alvéole ou des six trapèzes, 
aura pour expression , 3 ( 2 A — i tang « ). 

De plus, le côté du triangle, équilatéral inscrit, est 


Ob= OS: 


BO 


cos » 2 cos t 

Bb — SP = ^ tang 1 1 


B'b = A — 5 tang I : 
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^C=2Ï/-4- = V3, tt Sb = 2SO = — - — î 

r 4 cos t 

par conséquent l’aire du losange 

AbCS = AC X SO = î 3 : donc , les trois 

a cos t 

losanges = 3 ; donc enfin la surface totale 

° a cos ( 

de l’alvéole , sans y comprendre toutefois la base , a pour 
expression 

u = 3 (aA — ; lang I) -| V 3 . 

^ ° a COS 

/ î 

Celte surface devant être un minimum , on a 

» 

iu , 1 1 / 3 sin I ^ 

di “ “ * ■ cos ’ a ■ cos “ 

et de là on tire 

sin t = pX , ou sin H = : 

s « 

mais, log = 9,5328787; partant 
log. sin ’«= 19,5328787, et log. sin « = 9,7614393; 


ainsi l’angle « = 3g*', 18', 26®, 5 . 

En général, 50 =: 

O 2 cos < 

~T 
T-’ 


minimum, SO 




donc , dans le cas du 
suite 
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Cb = ^ CO Ub z= ^ — ; et comme le triangle 

’ 2. y 2. . • 

^ COb donne tang OCb = J[/^ — ^ , on doit con- 
clure que l’angle SCb = 2 OCb ; enfin, 

que l’angle SCA = l’angle SOP. 

Ces résultats s’accordent avec les mesures prises sur 
une multitude d'alvéoles; ainsi, les abeilles, par l’effet 
d’un instinct admirable , que les géomètres seuls pou- 
vaient remarquer , économisent leur miel de la manière 
la plus avantageuse. 

lyg. Voici les énoncés de plusieurs autres problèmes 
qui sont encore de nature à exercer utilement les élèves. 

1 Assigner la position des piés de l’homme , de ma- 
nière que le trapèze de sustentation soit le plus grand 
possible. 

2 °. Parmi toutes les ellipses que Von peut faire passer 
par les sommets des quatre angles d’un trapèze y déterminer 
celle qui a la plus grande ou la plus petite surface , et celle 
qui approche le plus d’être un cercle. 

3°. Déterminer les dimensions du plus grand cylindre 
qu’il soit possible d’inscrire dans un cône donné. 

4®. Entre tons les cônes droits qui ont le même volume^ 
découvrir celui dont l'enveloppe est un minimum. 

5°. De tous les cylindres que l’on peut inscrire dans une 
même sphère , trouver celui dont la surface courbe est un 
maxiinrm , ou dont le -volume est le plus grand possible. 

Quoique le calcul différentiel serve ordinairement pour 
résoudre les questions ilt maximis et minimis'y il est un 
grand nombre de circonstances où la méthode des variations 

' ■) 
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est la seule qui puisse, à cel égard, conduire directement 
au but. Nous pourrions rapporter ici quelques exemples 
à l’appui de cette assertion, mais ce serait sortir des bornes 
qne nous nous sommes prescrites ; et d’ailleurs il est teras 
de terminer celte collection de Propositions de géométrie, 
parce, qu’il est sulfisamment prouvé aux jeunes mathéma- 
ticiens que les méthodes générales, [lorsqu’elles sont pré- 
scntécsdela manière la plus simple, sont presque toujours 
les plus faciles. 


FIN- 

f ■ 
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Ig. 3 : Relation , lisez R eUtions. r 

iG : = /j ( , lisez z= k{. 

5 et 6, en reinont. : niellez b au lieu de c, et réciproq. 
i3 : = , lisez K =. 

I en ivm. ■ aire , Usez log. aire 

4 : («1 ^ }i (C) 

8 : ( X — a ) , Usez ( x — « ). 

13 : ”+• A, lisez -t* n, 

7 et 17 î coordonnées , Usez ordonnée*. 

3 , eu rcmonl. : m'j Usez ni , 

5 : lisez s"\ 

3 : Usez , 

6, en rem. : • , Usez a. . C . 

^ r r J. r— r 

II et i8-: Usez 

1 X JL ^ Usez -Z_. J 

X X* 

10 : = A X J Usez AA X - ' 

6: toutes courbes , //ses toutes les courbe*. 

7, en rem. : menant une chx>itc^ lisci menant de ce 

point une droite. * 

: données , lisez donnes, 

6, en rem. : JT" y Usez X". 

. 3 : — 3 rr, lisez + 3 rr. ^ 

5 : 81 deuX) Usez si les deux. ' 

13 : aux dénomin. 3, lisez t\. ' 

lig. demicre : Py lisez P* . ^ • 

3, en rem. : — tntx , Usez H- . 

10, en rem. ; subsisent^ lisez suJni&tcnt. 

3, en rem. î équation , Usez équations. 

8 :-(r — r')s*«* + (r—r')’* 

6 : * = , Aie* * =. 

1 3 ■ an^es , lisez axes. 

* 

\ 
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Pag. a 3 , lig. 36 : coordonnés , lisez coordonnées. 

3^8 9 : nombres, lisez membres. * 

35i 1 13 -, y — ^lisez v ■=, 

aSa a , su second dénom : éî(> , lisez R ' . 

aS 5 9 : n°. ii 5 , lisez n<”. ii 5 et 116. 

aSS 1 , en remont. : PM ^ lisez PM' , 

aS8 4 ■ l'usage de , lisez Tusage des. 

a7 1 6 , après discussion , effacez la virgule. 

a 85 9, en rem.: manière différente, éise: manière d'operer 

différente. 

a8j 6 , en rem. J = o , étses J = — K. 

396 9, en rem. triangulaires , lisez rectangulaires. 

399 a , en rem. J = o , Usez | = o. 

3 0 6 t : ( r — » ) , Usez ( n — 1 ). 

307 3 ; a , Usez a a. 

a 

3o 9 a , au dénomin. : « , lisez a. 

3 i 4 3 , au dénom. : — «x, lisez — a'x. 

ib. 5 : Ung P , Usez ung • P' , 

3 a 5 I , en rem. : tangente prise , lisez tangente ( prise. 

, 337 7 , en rem. : hyperbole , lisez hyperbole. 

Sag 4 - Tuéokèmb, lisez Problème. 

337 i 5 , dans les deux équat. : s + c , Usez z — c. 

353 3 : ci-dessus , lisez précédemment. 

357 i 3 :/=|[ 1 , lisez f=^l P 

363 6 : trois lignes , lisez quatre lignes. 

371 4» *“ rem. : et changé, lisez et avoir changé. 

4 io i 3 , au dénom. : 9F, lisez qH. 

43 a 3 , en rem : x, lisez x'. 

437 5 , en rem. ; lume , lisez volume. 
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